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á��P�<��7�'���A�
N0 â �%�\� x ã � â ���Y���,� ã �	�7� â �D�7�I� 0

���
∞ ã �ä����7� ã � ã ���M�M��� â �M�,���,� ã �������I� p(x)

�å�I� â �M�P� Nc0

â �A��� ã �äæ'�C�|� â �C���,� â æ��A� x = 0
�Ö�7���\���7�x�A�.�7���C�,�a�P�|� â �P���7� âçâ �A�\���I�,�K�7�P�x�I�7�A��� â ã �¥�è¡��I� xc

�D�7�|�
�����Ó�7�P�,�:�!éç�n�D�	�,���	�C���I�7�,���Ë�n���x�%�

Nc0/N0

���ßêx���M�7�n�D�I�
N0 → ∞

�!�ë�����Y���|¡|�7�I�ì���M�I���!���	�Ó�D�7�Pí¾���C���'�
â ���Y���,� ã �	�7���|�

p(x) = ∆N/N0∆x , î �3ï
ð ���C�,� ∆N

���}�7���!�¾��� ã �C���I� â �A�����M�"����¡����K���	�!���I��¡I� x
�7�

x+∆x
�åñTòTóCò}���	�!���7� ã � ã ���M�M��� â �M�,���,� ã �������I�ô�I��x�:õ"����¡

x
���Ë�7�����Þ���I�	¡|�I��§.�è�M���C�,�:�I�,����¡n����� â �Mõ"�M�7���I�Ë�,�x�I�7�	���C�,�C�ÖñTòTóCò��o�Aö"�M��¡ ∆x

�,�o�A�����P�¨�I� â �,�o�I�M���P�C�ð �ô¡|�P���a�T�I�a�����è�I�}�D�����P�7���|�	� p(x)
� ð �M�7� p(x)

�	��¡|���P���A� â ���M¡|���C�ß�D�|�ßê	©�� â x
�w��� �7�ËõA�I���	�C�<�I�

∆x
�A�

x = 0
�,�o�I�M���P�}���x�A�

xc
ð ���P�Ö�"�7���	�C� Nc0/N0

�M��ê����M�7�I�
p(0)

¡|�"�C�����n���	ê����M�7�I�}���	�C��� â ����¡	�|�����P�7�P�D�I�7�I� ã �I��������
N
¢×�I� â ����� Nc

¢ â �A�\��� ð �.¡|�'��� â ���Y���,� ã �	�7���|� p(x) ð �����\�è�M���7���	¡|���]�A�Þ�%� x = 0
�×ák�'�����Þ�I�,�7���a���7�x�A�

�������C�	�7�I÷
xc

���¨�7�	øa�P���C���7�M�a�7�Ë�I���6�¾�I� â �x�:õ|� ∆x = xc

�A�
x = 0

�jé{���o�:� ð �7�����ß�����P�o���	� â �M�,���,� ã �������I����7� ã � ã �M���M���Ë�I�
dN

N0dx
= p(x) , î6ù ï

ð ���C�,� ∫
∞

0
dxp(x) = 1

���I� â
p0 = p(0) =

Nc0

N0xc
. î « ï

é{�Ó�:�I�M�Ö�����
Nc0

�M�7�|���A��� âªâ �A�\�a���7�M���C�M�x�I� â �A���	�x��� ã � â ���Y���M��¡|���M�7��� â �D�7�I�ú�����n�7�P�o�I�M�����	¡
N0

�1�I� â ð �
â �Pê����n�7�������A�7���

R =
N0

Nc0

= 1/p0xc îTû ï
�I� â �C�,�C�,� ã �M��¡�������¾��� ã �C�ß�I�j�7�P�o�I�M� â �P���D�|�!�|�������,�����P���x�A� â �A���	�á��P�������D���Y�����P���'©��x�I� â p(x)

�I�
p0 − p1x

�D�I�
x < xc � x0 = p0/p1

� ð ���P�7� −p1 = p′(0) < 0
���������

êx�7�Y� â �C�,�MõA�A����õ|���I� p(x)
�A�

x = 0
��ü�í"�������I� î6ù ï ã �P�C�|�a�C���7���C�
dN

N0dx
= p0 − p1x = p0(1 − x/x0) . î ¬ ï
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é{�!�M���IöÓ��� ð �D�|�×¡|�'�7�7����¡��.�,�C���,�C�7�P���\�A�7���|�a�I�

p(x)
�D�|�×�7�Ë�I�M�"õA�I�M���C���I�

x
� ð ���P�a�7���!�����Y���|¡I���I� â �Mõ"�M�7���I�ã �P�C�|�a�C�}�7�x�I�,�w�P�}�����I� xc

�A�
x = 0

�
���M���C�
∆x ∼ x/n

�M�Ó���	���}�C�I�7�A� ð ���C�,� n
�M�×�I�K�M�����C¡I�C�C�I�Cí¾�x�A�7���|� î �)ï�7��¡I¡|�C�Y���Þ�7�x�A�

p(x)
�a��¡I�¾� ã �<�7�C�	�7�C�,�C����� â �I� a/x− b

� ð ���P�7� a
�I� â b

�I�7�<�C�I���,���I�����Þ�7� ã � â �P�7�C�7�a���	� â ��!���.�a�|�,�Þ�C�I�¾õI�C���M�C���!�,�C�]�%�����I���7���M� ã �P� ð �C�P�������<� ð ��A�����7�:©����Ë�A�7����¡��D�����'���M�|��� p0(1−x/x0)
¡|��õ|�C� ã �

î ¬ ï �I� â a/x− b
���¨� ã �\�A����� â ã �a�7�Pí"�	���7�M��¡������P� �7� ã ���Pí¾�x�I�w�A�������<õI�A�����,������¡n�1�|����� x0

�"�I� â �x�:õ|�.�I���,������n���A�Ë� â �C�,�MõA�A�7�Mõ|�n�A�ß�7�x�A�<�w�I�����:�¨é{�n¡|�P�����a�a� â ���A���P�M� a = p0x0

�I� â b = p0

�å�7�����x�%� î ¬ ï �:�I� �I���,�
ã � ð �,�M�7�7�C� �I�

dN

N0dx
= p0x0/x − p0 . î ¦ ï

���W� â	â �M�7���|�Ö�k�M�ç�|� â �C����� �x�:õ|�è� �a�|�7���7�A���M�,�T�I�'���|�Y� �7�C�	�7�C�,�C���\�%�����I�Ö� ð �o�Ë�:� �7�Cí¾���M�7�������a�C�	�,õ|�P� â �/¢�7�P�7� ã � â ã �è���	��� ð �Ë�I�����,�3©��M�o�A�7����¡Ó�D�����P�7���|�	�������C���P���|�,�����������A�Ë���I�,�:�	���!�	���<�I�7�C���� ' p0xc
�D�|���7���

�D�����'�����I�¡|�MõI�C� ã � î ¬ ï �A� â p0x0 ln(xc/c)−p0xc

�D�I�×�������D���	�P���M�|�¡|��õ|�C� ã � î ¦ ï � ð ���P�7�!���	�!��� ð �P�Y¢ ã �|�	� â�C�	�7�I÷
c
�M�!���7� â ��£¨���Cí¾�x�I�M���M��¡ô���	�C� � ð ��¡|�'�

ln(xc/c) = 2xc/x0 , î�� ï
ð ���|�,�Ó�,�|���	�7���|���M�

c = xce
−2xc/x0 . î�� ï� �.�M� ð �|�,�7�¥���I�7����¡a���x�%���7���ô���,� ã � ã ��������� â �M�,���,� ã �������I� p(x)

¡|�MõI�C� ã � î ¦ ï �x�I����� â �P� â �a�7�M��¡|�����I�7�����|�x�I����������"�1�
∼ 1/x

�	�D�|�
x → 0

� ð �����\�ä�D�|�M��� ð ���D�7�I�º�M�7� â �Pê����M�7���|� î �3ï �é{�����,���P�C� â ��� ð ��� â ���,�C���\�I�	¡|���.�7�������7�M���C�M�x�I� â �A�\�K�D�7�I�º�������,�C�Ë�I��� â �C�P� ã �ä�7�'¢ ð �7�������	¡ î ¦ ï �A�

d(Ñ − Nc)

N0dx
= p0x0/x − p0 î�� ï

�I� â �7�Pí"�	���7�M��¡
dNc

N0dx
= p0 , î ����ï

ð ���C�,� Nc

�,�C���,�C�7�P�������7�������7�M���C�M�x�I� â �%�\�a�I� â Ñ
�M�ß�I���I�7���C�ß�,�C���,�C�7�P���\�A�7���|�ª�I�}�7��� â �A�\� N

�å�M���C�M� â ���	¡�������P�|� â �P���7� â �|���P� Nc

�¨§ ã õ"�M�|���7���|�
N0p0xc = Ñ0 − Nc0 , î �|�)ï

ð ���C�,� Ñ0

�M�¨�7�����7�I�\�A�1�¾��� ã �P���I� â �%�\� Ñ
�I� â Nc0

���������<���I���I�å�¾��� ã �C���A�k���7�M���C�M�x�I� â �A���	���I�Þ�7�����7�I�\�I��¾��� ã �C���I� â �A���o��� î ¬ ï �M� N0p0xc
�Ó� ���M� ð �|�,�7���	�I���M��¡o�����A�:���A�C�C�I� â �M��¡è��� î�� ï ð ��x�:õ|�������P��� â � â �7������7�M���C�M�x�I� â �A�\������7��� Ñ

¢ â �A�\�	�¾�A� â �,� ã �7���I�'��� â �A�������ß�7�I�Ë�!�7���a�������ß�7�I�Ë�<�I�a�|�������I�w���,�����P���x�I� â �A�\������ä�|� â �C���7�Ë�,�C�x�I�7�A�����7�����D�|�7�a�C���D�,�|�º�7�����]�A�,���C�P��£Þ� î�� ï �I� â î ����ï ð ��¡|�'���I���,�

dÑ

N0dx
= p0x0/x . î � ù ï

é{�n���|�,�o�A�����P����� ð ���	�Ó���,� ã � ã ���������M�C���M� î ����ï �I� â î � ù ï �3õ|�P���7���ô�7�I��¡|� 0
���

xc

�w�I� â � ã ���I�������	�n�7�I�\�I��¾��� ã �C�7�
Nc0 = N0p0xc î � « ï�I� â

Ñ0 = N0p0x0 ln(xc/c) î � û ï�7�ô�7�x�A� î �|�3ï �M�¨õI�C�7��êx� â � ã � î�� ï ��� �Iö¾����¡Ó���7���I� î�� ï ð �.¡|�'�Þ�7�����7�A���M� R
¡I�Mõ|�P� ã � îTû ï �I� R = 1/p0xc =

ln(D/xc)
� ð ���P�7� D

�M�Ë�A�r���	�w�P�Y¢ ã �|��� â �C�����I÷Ú���,� â �7�ç�	�|�7�Ë�I�����C�o�7��� â ���Y���7� ã �	�7���|� p0x0/x
�M� �7���
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���I�	¡|�
xc < x < D

��é{��Ë�:� ���	�C�7�'�D�|�7� â �Pêx��� p̃(x) = 1/x ln(D/xc)
�I��� â �M�,�7�7� ã �	���M�|���I�,�7�"�C�]�%��� â �7�

p(x)
�å�I� â �C�I� â �M�7���|� p(xc) = p̃(xc)

���a�����M�C���A���7�
Nc0 = N0p0xc = 1

�
���c�C�|�	�C���	�7���I�Ö�!�|���¥�a��¡I�¾�Ë���:�r���x�A� ã �y�7���I�7�1�C���M��¡{�7��� â ��õ��M�7�M�|� �I���7���¥���M�,���I¡|���I� �7�x�A� â �Pêx���P�ä����7� ã � ã �M���M��� â ���Y���7� ã �	�7���|� p(x) ð �M�7�¥�Ëê����M�7�nõA�I�M��� p0

�%�
x = 0

�����M�����,� ã � ã ��������� â �M�,���,� ã �������I� ã �C�P�|�a�C��7�M��¡|�����I���A�
x = 0

� ã �P�x�:õ"����¡ª����öA� ∼ 1/x
�@���7�3õ"� â ����¡ä�����a�D�7�Pí"�	�C���'�{�M��ê����M�7�o�A� x = 0

�I� â ���,�|�]�%��� â�D�7�|� �������7�P�,�Ó�I���D�,�Cí¾���P���C�M�C�C�Ë�!���
∼ 1/x

�]� ð ���n�I���,�äö"�	� ð �{�I�Ó§.�Ë�|�,���°� â ���Y���,� ã �	�7���|���� �Ó�M� ð �I�,������I�7����¡K�7�x�A�<�M�!�C�I�ª�I���,� ã � â �P�7�MõI� â ã �è�,�\�A�,���M��¡�D�7�|� î ¬ ï ð �,�M�,���C�ª�I�
1

p0(1 − x/x0)

dN

N0dx
=

1

p0

(1 + x/x0)
dN

N0dx
= 1 , î � ¬ ï

�|�
x

p0xc

(1 + x0/x)
dN

N0dx
= 1 , î � ¦ ï

�I� â â �Pê�������¡
dÑ

N0dx
= (1 + x0/x)

dN

N0dx
, î � � ï

ð �����\�ä���7�I���Y�D�|�7� î � ¦ ï �M�����
dÑ

N0dx
= p0x0/x , î � � ï

�I�ß¡|�MõI�C� ã � î � ù ï ����� â �P� â �å�Ë�Iö¾����¡�	�7���I� î ¬ ï �x�Cí¾�x�A�7���|� î � � ï ã �P�C�|�a�C�

dÑ

N0dx
= p0(1 + x0/x)(1 − x/x0) = p0x0/x − p0x/x0 ' p0x0/x , î � � ï

ð �����\�o�C�|�M���C� â �C� ð �M�7� î � � ï ���n�����<���I�a�<�|� â �P�Þ�A�k�I�����,�:©	�M�o�%�����I�Ö�j���o� â�â �����M�|�Ö�|�D�����'���M�|�Ë¡I�Mõ|�P� ã � î � � ï�|� î � � ï â �M÷w�C�7� ã � p0

�A�
x0

�D�,�|� �D�����P�7���|�o¡|�MõI�C� ã � î ¬ ï � ð �����\���Ë�:� â �'êx�����ô�M� ð �P�Y¢ ã �|��� â �C�	�7�I÷ c ã ��Cí¾�x�I�M���M��¡K�������P�|�7�,�C�,�w�|� â ����¡Ë�I�,�:�I�P�¨� �ß�M�:� â �����
p0x0 ln(xc/c) = p0xc + p0xc , îEù ��ï

ð �����\�Å�����Pí"���A���M�|� î�� ï �Å� �a�M���� ð �:�A�7�����{�7�ç�,�:� â �|� �����M���Cí¾�x�A�7���|� ���	� �¾��� ã �P� Nc0 = N0p0xc

�I�
���7�M���C�M�x�I� â �A�\���C�I�¾���I���	� â �������	���7�I�\�A�Ö�¾��� ã �C� Ñ0 = N0p0x0 ln(xc/c)

�
�!�������,�C�7�P���<�I�x�I�����,���Þ�:�I� ã �.¡|�P���C�7�I�����C� â ��� p(x) = p0(1− h)

� ð ���P�7� h � 1
�D�|�

x < xc

�	���C� â �M��¡Ó�7���7�M��¡|�����I� â ���Y���7� ã �	�7���|� ∼ p0/h
�w�I� â �P�|��õ|�P�7�7�P�M�I�Ö�Ë�,����¡I���]�I� â �M�,�7�7� ã �	���M�|�ä�I�×���	�n�D�|�,� p0/h

�C�I�¥�I� ð �:�"�
ã ���I�7�,���P�]�A�7� â �7���<ê����M�7� â �M�,���,� ã �������I�Ó�I�	�������D�I�7� p0(1−h)

�A���7�3õ"� â �M��¡��7�����P�|� â �P�����%�����I�K�����P���|�a�C���|����<�I�P�C�|�����7� â �D�|�P��� ���I�Ë�I�������ß���Ë���D���M� â ���Y���,� ã �	�7���|�ä�I�j�����n�D�|�7� p0xcδ(x) + p(x)
�D�I�

x < xc

�1�I� â �7�
p̃(x)

�D�I�
xc < x < D

�	 x�����'���M�|�
h
�o�:�è�I���,� ã �C���3õI�Ó�M��öA���I� x

¢��1� ð �C�P� h ∼ xβ �x�M�ä�7�������C�M¡|� ã �I���7���"� â�I�@�������|�,��¡|�M�Ö�
β > 0

�A� â β 6= 1
� ð �M�����7�������I�a���C�|�	�C���	�7���I�Ö®���C�|� â �C���7�A���M�|�ª�	���C���I�Ë�P���|� ���ä�|�7�M¡|�����
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