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�Q®�J�N�E¯°�J���J®�m±��7���C�²�Z�²�����¢�	���J���7�

³µ´�¶]·/¸C¹mº3·
»½¼¿¾:À�ÁDÂ�Ã�ÄiÅ]Æ ÁÇÃ1ÈmÉ�À�ÁËÊ)É]È<Ì^¾:À�Ã�ÍZÅCÍ�ÁÇÃ�Í�ÁÇÎ/ÅCÄ²È²ÁÇÃ�Í�À�ÁËÏmÐmÍ�ÁÇ¾:Ñ}Ã1ÁËÑ�Í�ÁË¼¿É3Ò:¼µÅCÓ3ÑmÁËÍ�Ð}ÈmÉ°ÅCÑ}È�É�Ñ}É�À�Ó3ÔÕ¾CÌ"Ã�É�ÁÇÃ�¼�ÁÇÎ

ÌÖ¾:À�É]Ã�×}¾AÎZØJÃ�ÅCÑ}È�ÅQÌ^Í�É�À�Ã�×}¾AÎZØJÃ¿Å:Î]Î]¾:¼�Ù"ÅCÑAÔAÁËÑmÓ ÅÚ¼µÅCÁËÑ�Ã�É�ÁÇÃ�¼�ÁÇÎÛÃ�×}¾AÎZØ	ÜÞÝ6Í�ÁÇÃ�Ã�×}¾/Æ�Ñ�Í�×"ÅCÍµ»½¼¿¾:À�ÁDÂ�Ã
ÄiÅ]ÆXÅCÀ�ÁÇÃ�É]Ã�Ì^À�¾:¼ßÅ!Ã�É�ÄàÌ¢áDÀ�É�ÙmÄËÁÇÎ/ÅCÍ�ÁÇ¾:ÑµÙmÀ�¾JÎ]É]Ã�Ãu¾CÌ1ÅâÓ)É�Ñ}É�ÀZÅCÍ�ÁËÑmÓ�È²ÁÇÃ�Í�À�ÁËÏmÐmÍ�ÁÇ¾:Ñã¾CÌ1Å:Î]Î]¾:¼�Ù"ÅCÑAÔAÁËÑmÓ.Ã�É�ÁÇÃ�¼�ÁÇÎ
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Î�×"ÅCÀZÅ:Î�Í�É�À�ÁËé/É]ÈÞÅ:Ã�Ì¢ÐmÄËÄËÔÚÅ:Ã½Ù�¾3Ã�Ã�ÁËÏmÄÇÉ3Ò}ÁËÑ}Î�ÄËÐ}È²ÁËÑmÓÛÍ�×}É�Í�ÁË¼¿É<ÈmÉ�Ù�É�Ñ}ÈmÉ�Ñ}Î]É�¾CÌ�Í�×}É�¼µÅCÓ3ÑmÁËÍ�Ð}ÈmÉ]Ã!ÅCÑ}È�Í�×}É
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ì �¢�	�C� �3í²îAïsð ���C�c¦.ë�²�,�z�,��¡²¡²�Q�,�7�Cñò�7�x�A���,�C�N�7Ú�¢��A�Ö�7�C�,�7���"�]ó}�ã�A�7�ñ��N�,���,�¢ô������Cñç�A�C�C�J�7ñ��N��¡s��� ∼ 1/τ γ �
ð ���C�,�

γ = 1+ �J��ñ
τ
ñ	�C���J�7�C�â�7�������Në�<�C�¢�J���,�Cñs�D�7�Jõ�7���.ë�J�¢�Ú�7���"�]óe�¢ö �3÷ �7���.�,�C�¢�,ë�N�.�J�'���iø��i���ë�J�C�Q�²��

�x�J�m�"�¢��¡ �ùë�)ú,�²�¿�C�J�,�7��û}�x�JóJ�A�°ô1�J���c�J�µ���7�Q�C���,�7�²�Z�ò�J�µ�,��ô��,�Cû}���C�m���,�C�¢�,ë�N�������C�	�²ë�Q�x�	�@�¢�µ�©ë�A�,���C�
�J�.ñ	�Côx�A�7�J�ß¦.���ù�J���7���©ë�)ú,�²��ñ��iüÚ�C���i���¢�Q���¢�ý�Jñ	øA�J���Q�¢��¡þó}��� ð �¢�Cñ	¡²� �N�ÿ�7���¢���7�	ô"ú,�C�'���¢����	� �^�A�]óX�J�
ë�C�J�����D�²�§ñ��¢�Z���¢�	¡²���¢�,���¢�	¡�ô��'� ð �Q�C���7�Q�¢�,ë�N�<�'ø²�Q�}�7�!¡²�C�}���N���C�i�Ú�J�C�Q�²Ú�x�J�m�"�¢��¡ã�ãë�J�¢���,�����]óë�J��ñë�J���	�C�C�
� �7�Q¡²���¢�J� � �7�C�N�7Ú�C���,���1�C�7�1�²�,�CñÞ�3ø²�C�â�7�����J�,�7�"�C�¢�A���Qñ��7�C�N�7Ú�¢���J�Q�7�Nø"�N���J�	�J�	ñ�ô��Q�¢�²��¡J�¢��¡ã���²�,�7�Nô��N������A�����Q�
� �7�Q¡²���¢�J� � �7�¢Ú���,�C�7�N�C�!�J�@�,�C�¢�,ë�N�.�J�'���iø��i���²� ð �N���	�²�	�Õ�J�m�®�7�C�¢�A���N�²���,���¢�Ú���L���	��®�J�N�s�7�Q�¢�,ë�N���7�	���]óe� ì �]�%�
���N�,���N�:�J�@ñ��N�,���,�¢ô������¢�J�����J���,���]�þ�Qø²�Q�m���C�uô1�J�����N�¤���Në�A��ë�J¡²���i����ñ��ã�J��ñç�Q���C�,¡J�²��ë�:� ���Q�¢���N�¤�²�1�C���%���¢�	¡
�7���]�®��ñ��¢�Z���¢�	�Q���N�²���J�J��ñÚ�N� ð �J�����7�Q�C�N�7�C�i��¢�L�7���¢��ñ	�¢�7�Q�Q�7�¢�²� ð ���Q�7�<���7�J¡²�7�Q�7���x�J��ô1�C�C�Ú�7�Q�C�²�,ñ��CñÚ�7�Q�C�Q�}�7�N�J�
�C�,���Q�C�^�A�¢�N�©�¢�ç�Q�²�������Q�Q�7�¢�²� ð �N�7�ç�7�����C�,�N���N�:�J�z���J�¢�m�������Q�²�,� �D�²�.�D�²�7�Q�7���"�]ó}�Û�A��ñc�%�Ö���C�,�7���"�]ó}�C�z�J�¿ôx�J�,�Cñ
�²�Þ�7�Q�N�^���J�7¡m�J�	���C�QñÞ�C�7�i���N�:�J�N�N���²�Nö�� ÷ �/ö ïA÷
�!���þ�J�¢ �J�¿���	�¢���	��
�{�N�®��� ñ��Q�7�C�,�¢ô1�ç� ñ��C�,�NøA�A���N�²� �J�L¦.ë�J�7�E���®�¢� ð �D�²�ë�����çñ��N�,���,�¢ô������¢�J���®�J�¿�7���
�J�C�Jë�x�A�}�"�N��¡.�7�Q�¢�,ë�N�!�J�Q�7�Nø"�N���µ�N�L���¢Ú�J�A®�A¡²���N�7��ñ����J��ñ��C���Q�7¡J�J�}�J��ôx�J�,�Cñ��²�L�7���!�C�²�	�C�C�����J�1�,�]�%���¢�Z���N�:�J�
�C���,�CLô	�¢�C�Q�.�p���N���J�N�7�sô��J�7�Qñ��²���®Ú��ñ	�C�uñ��¢�,�C���,�7�Qñþ�,�C�Q�C�m���i�²���,�C¡m�J�,ñ��¢�	¡ë���	��J�C�Q��L���¢�A���N�²�ù�J���7�Q�¢�7Ú�¢�
�C���Q�7¡J�®�¢�Þ�L�,�C�¢�,ë�N�.�7�J���7�Q�J�x�J�	ñù�J�s���������,�²ôx�Jô	�¢�¢�i����ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²�	���¢�s�7�¢Ú�J�"®�A¡²���N�7��ñ����J��ñÞ�C���Q�7¡J�®�J�
� �7�Q¡²���¢�J� � �C�J�,�7��û}�x�JóJ�Q�C�Nö «x�)¥ ÷ � ô��,�¢�'��ñ��Q�7�C�,�¢�	�7�¢�²�¿�J���������Q�7�7�Q�m���^�A�¢�@�J���7���¢�uÚ��ñ	�C�²�N��¡²�NøJ�C�Û�N������� q"w@yzf��
� ���p���¢���,��� ð �ë�����A�½¦.ë�²�,�E�����^� ð �J�,�¢�7�Q���D�7�² �����Õ�7�Q�N�^�p�7�C�	�¢�¢�C�A���N�²�Û�	�7�"�C�C�,���J����¡²�Q���C�7�A���N��¡¿ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²�
�J�Õ�J�Q�C�²Ú�x�J�m�"�¢�	¡©�,�C�¢�,ë�N�ë�'ø²�Q�}�7�C���J�	ñò���	�®�7�Q�N�^�p�C�²���,�¢�Z���C�	�Q�þ�J���7���®�	�7�"�C�C�,�Û�,�Cû}���¢�,�C�Û�J�X�'¨��1�²���Q�}�7�^�J�
�^� ð �D�J�<�7���ã¡J�C���Q���A�7�¢��¡Úñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²�����!���µ� ð �ëñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²�	�Õ�J�7�µ�¢�m���Q�Z�p�7�C�¢�A���Qñ©ôm�©�����¢�Q�C���<�7���J�	�,�D�²�,©�
ð ���¢�]�ù���,�)ø"�Nñ��C�<�J�N�7�Ú�¡²�C���Q���J�N���Q�Cñ��D�²�7 �J��¦�Ú�²�,�E���â�^� ð �
�z� ô��Q¡²�¢� ð �N�����°�N�µ�N�Û�J�,�7��Ú�CñX�7�x�A�µ�����Q�7�ë®�:�þ�'¨��¢�Z��J�c�J�7�,���Q�^�A�7�CñX�,�C�N�7Ú�¢�Ú�J�Q�7�Nø"�N���þ�A�C�C�Jë�x�A�}�"�N��¡
�s®�A�¢� �,�C�N�7Ú�¢�Û�'ø²�Q�}�C�@�J�.�7�Q�¢�,ë�N�ã�D�²�,�C�7�	���]ó}�µ�J��ñç�A�Ö�7�C�,�7���"�]ó}�C�u�J��ñ¤�7���¢� ð ���²�¢� � �7�Q�C�²��ñ��J�,� � �7�Q�¢�7Ú�¢�
�J�Q�7�Nø"�N���ë�D�²�7Ú�Õ��,���A���N�,���N�:�J���C���,�CLô	�¢�J�����������N�Õ�N�!ñ��C�,�C�7�Nô��Qñ©ôm�Þ���,�²ôx�Jô	�¢�¢�i���Úñ��¢�Z���7�Nô��	�7�¢�²���Q�
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1��Q�L�7���së�J�¢�ò�7���"�]óc�"�C�Q���7���A�L�¤�C�,�N���N�:�J���7�¢Ú�
tc = 0

���J��ñ Ú�:�J�,���7�ë���¢Ú�
τ
�J�!�����s�J�C�Q�²ë���J�m���N��¡

�7�Q�¢�7Ú�¢���A�Q���iø"�N��� ð �i���ç�7�Q�7�1�C�'�ã�7�Þ�7���¢���N���N�7�^�J�@Ú�²ë�Q�m�¿�J�½�7�¢Ú�J�2�!�Në�
τ
���JóJ�Q�ãô1�J���ç�1�²�7�i���iø²�LøA�J�¢�	�C�C�

�D�²���A�Ö���Q�7�7�	���]ó}�C���J��ñ©���C¡m�%���NøJ�µøA�J�N���C�Q�1�D�J�<�D�²�,�C�,�����]ó}�Q�����<�7���¢�<�7�Q�¢�7Ú�¢�ã�J�'���Nø"�i�����C�²�,�7�Q�7�1�²��ñ����7�ë���J�¢�,�
�J���'ø²�C�m�7�â�7�Q�x�J���%���Cñ�ôm�����Në�

τ
�"�7���C�®�7�����Q�²�7�,�C�,���²�	ñ��¢��¡ã�,���A���N�,���N�:�J�xñ	�¢�,�7�7�Nô��	���N�²���§�J�,�<�D���	�Q���N�²���½�J���7���

�Jô��,�²�¢�	�7�LøA�J�¢��� |τ | �A�§�7�¢Ú� τ
�@�J�����J�¢�m���Qñþ�J�	���¢���C�J�7�N�¢�Q�.�,�7��ñ��¢�Q�C�Nö43 ÷ �]ö îA÷ �p�¿�¢�.�,��� ð �ò�N�5����� q"w@yzf��76

���x�%�ã�7���s�J�,�7�"�C�¢�A���Qñc�7�Q�¢�,ë�N�ë�A�Q���iø"�N�������,���Q�C�Qñ��Lôm�ç�����ë�7�C�i�^���,�C���N�¢�:�%���¢�J���J�!�ù¡²�C���Q���A�7�¢��¡©ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²�
�J���A�C�C�Jë�x�A�}�"�N��¡��Qø²�Q�m���C�1�����¿�,�C�N�^�p�C�²�	�7�¢�Z���Q���Q�Þ�J�z�����¿���,���Q�C�,���7�Qû}���¢�,�¢��¡Ú�J�ù�'¨��1�²���C�m�7�^�J���D�²�, �D�²�â�7���
¡²�C�	�C���%���¢�	¡Úñ	�¢�,�7�7�Nô��	���N�²���z�p���Aë�²�	�}�7�â���ø"�¢� ð �¢��¡���	�ã�A�C�C�Jë�x�A�}�"�N��¡��7�C�N�7Ú�¢�¿�J�'���iø��i�����J�Õ���7�Q�^�%¨	�A�7�¢�²�
��� �Qû"�	�¢�¢�Nô��7�N�� �J�¿�������,�C�N�7Ú�¢�8�Q�²���J���J��ñ �7�����C�²�,�7�Q�7�1�²��ñ��N��¡ �,�]�%���¢�Z���N�:�J�<ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²�

p(τ)
�:�J� ô1�

�²ô	���J�¢���Qñ �D�²�7ë�J�¢�i�côm� ���,�¢��¡��7���©�	�7�¢�	�C�¢�	�¢�s�J�������Þë�%¨��¢ë�J���Q�m���7�J�}�
S = − ∫

dτ · p(τ) ln p(τ)
�ý���

�²�7ñ	�C�â���L�D�	�¢�N�ë�]�x�J�7�J�Q�7�C�,���C�.�7���¢�Õ�A�7�7�"�C�¢�A���Qñ��7�Q�¢�7Ú�¢�.�J�Q�7�Nø"�N���J�x�Lë�C�J��øA�J�¢���
t′c
�J�@�i���âñ��	���A�7�¢�²��ë�:�sô1�

�¢�m���,��ñ	���C�Qñ�� ð ���C�,�
t′c
®�:�þô1�®ø"�¢� ð �Cñ �A�� �]�x�J�7�J�Q�7�C�,�¢�,�7�¢�s�,�:�J�N�ë�7�¢Ú�J�¤~§�c�Z�]�J��ñ��J�7ñ ���,���Q�Cñ��	�7�®�7���

���Që�1�²���A�����7�Jôx�Jô��N�¢�N���Úñ��N�,�7�7�¢ô	�	���N�²�

p(τ) = αe−α|τ | , α = 1/t′c
9 �;:

�¢�Õ�²ô	���J�¢�	�Cñù�,���7�J�¢¡J�}�,�D�²� ð �J�,ñ��N�J�e�J�!�����µ¡²�C�	�C���%���¢�	¡ëñ��N�,�7�7�¢ô	�	���N�²���D�²�!�����µ�7�Q�¢�7Ú�<�J�C�Q�²Ú�x�J�m�"�¢��¡ë�ëë�J�¢�
�7���"�]óe�©���ò¡²�C�	�C���A�E�z�7���®�]���J���J�'���Q�7�¢�Z���N�Ú�7�¢Ú�

t′c
®�:�çñ��Q���Q��ñX���J�ã�²���i�ç�²�ò�7���®���A�����,�ë�A�â�����ë�7�Q�¢�7Ú�¢�

�7�²�	�7�C�Ú�J�	ñç�7����7�Q�¢�,ë�N�2�C�²�	�J�uô��	�µ�J�N�7���²���7���®�A¡²���N�7��ñ��L�A�§�7���ë�J�¢���,�����]óe��¦.�����	��J�����Q���x�J��ñ��
�����ñ	�¢�,�7�7�Nô��	���N�²�¤�J���7�����J�C�Q�²Ú�x�J�m�"�¢��¡��'ø²�C�m�7�ã�C�J�çô���²ô��]�J�N���Cñ�ñ��N�7�Q�Q���i�©�D�,�² 9 ¥ : �N�5����� q"w@yzf�� � �
ôm�Þ�'¨��x�J��ñ	�¢��¡Ú�����¿���Që�1�²���A�����7�Jôx�Jô��N�¢�N���®�J�°�7���µ®�J�N���7���"�]ó}�.�¢�Þ�1� ð �Q�7���A� |τ | �¢�Þ�����µ���C�N¡²�}ô��J���7���"�"ñ�J���¿ë�J�¢���7�	���]ó ð �i���Úë�C�J�ë�,�C�Q���7�,�C���Q�����Në�

tr
���p�½�¢���:�A�,�����µ�7�Q�<�7�x�A�§�7�Q���^�J�Q�¢��¡

t = tr
ô}�

t = tr + |τ |�¢� 9 ¥ : � ð ���Q�7� |τ | � tr
�@�����Ú���Në��ñ��N�,���,�¢ô������¢�J�

p(τ) ∼ (1 + |τ | /tr)−2 ∼ e−2|τ |/tr
�:�J�òô��ë�'¨"���7�J�Q�7�Cñ

�D�7�² ���	���x�J�¢��ñ��¢�Z���7�Nô��	�7�¢�²�����J�!�Q�²�7�,�C�7�1�²��ñ	�¢��¡L�7�L�����¿�J�Q�C�²Ú�x�J�m�"�¢�	¡�7�C�N�7Ú�¢���A�Q���iø"�N���²�°�p�!�D�²�¢�N� ð �§���x�%�
�x�J�7�Jë�'���Q�

α
�¢� 9 �(: �¢�µ¡²�iø²�C�òôm�

α = 2/tr
���J�	ñc�����ë�]�x�J�7�J�Q�7�C�7�N�,�7�¢�����¢Ú�

t′c = tr/2
� ð �	�C�7�

tr
�¢���7���

ë�C�J�Þ�7�Q�C���,�C���Q�µ�7�¢Ú���J�@������ë�J�N���7���"�]óe�e�J�!¡²�NøJ�C�Þ�¢�<���!� q"wzy@f=� � ���x�²�â�¢�J�7¡²��øJ�A�¢���Q�!�J�z�7�¢Ú�
tr
�7���

ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²� �J�½�7���Ú�J�C�Q�²Ú�x�J�m�"�¢��¡Þ�QøJ�C�m���ã�x�J�µ���¢�²�	¡s�]�J�N�E��ô����µ�7�����C�²�,�7�Q�7�1�²��ñ��N��¡����¢Ú�L���,�²ôx�Jô	�¢�¢�i���
�¢�µø²�C�Z�X�N� ð � ���X�C�²�m�7���J�Z�:�����	���J�C�Jë�x�A�}�"�N��¡¤�7�Q�¢�,ë�N�®�J�'���iø��i���þ�C��ñ��û}���N�]ó}�N�ç�D�²�Û�,®�A�¢��®�A�¢�c�,���"�]ó"�Q�
�]�x�J�7�J�Q�7�C�7�>�C�Qñ©ôm�ù��7ë�J�¢�1øA�J�¢�����A�z�7���¿ë�C�J�Þ�7�C�Q���7�,�C���Q�ã�7�¢Ú�

tr
�

�p�.�N���7�	� ð ���N�8���!� q"wzy@f=�?6 �7�x�A�������L�,�C�i�^���7�Q���¢�N�:�A�7�¢�²���	�7�"�C�C�,���J���7���L¡²�Q���C�7�A���N��¡®ñ��N�,�7�7�¢ô	�	���N�²�©¡J�Nø²�Q�
ôm� 9 �;: �¢�C�Jñ��§���Û�7���.ñ��N�,���,�¢ô������¢�J�

P (τ) = α/(eα|τ | − 1)
�D�²�§�������7�C�N�7Ú�¢���Qø²�Q�m���<�J�C�Q�²Ú�x�J�m�"�¢��¡�ã®�)ú,�J�

�:�J�Z����û}�x�AóJ�J� ð ���¢�]�ÿ�¢�ë¦.ë�J�7�E���L�¢� ð
P (τ) = 1/ |τ | �D�²� ατ � 1

�ÿ�p��ë�:� ô1�ù�/¨"���C�	ñ��Cñ �7�
τ → ∞�J�

P (τ) = τ γ−1
c / |τ |γ � ð ���Q�7� γ = 1+ �J��ñ

τc
�N�Þ� �N� ð �Q�Z��ô1�²���	ñß�Q�	���.@z�A�!���¢���,�C�,���N�ù�¢�søA�J�N�¢ñ{�N�

¡²�C�	�C���A�E�x�D�²�<�J�m�CBx���N�7�ã¡J�C���Q���A�7�¢��¡Úñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²�
p
�1�7���µ� ð �sñ��N�,�7�7�¢ô	�	���N�²�

p
�J��ñ

P
ô��Q�¢��¡Ú�¢�m���Q�Z�p�7�C�¢�A���Qñ

ôm�®�����N�C�Q�5�§�����A���,�D�²�,©���!���¢�§�7�Q�^�A�7�¢�²�	�7���N�Ú�	�7�3ø"�¢ñ��Q�â�J�N�7�L�¿¡²�Q���C�7�J�¢�>�C�Cñs¦.ë�²�,�E�����^� ð � ð ���¢�]�s�N���¢���Q�¢��ñ��Qñ
�¢�D���!� q"wzy@f=�E6 �X�!�Q�C�²�,ñ��¢��¡��7�c¦.Ú�²�7�6�5�ã�^� ð �������ù�J�Q�C�²Ú�x�J�m�"�¢�	¡��Qø²�Q�m���s�A�7���C�J���C�Q�}�7���A�7�Cñÿ�¢�X�7���
���C�N¡²�}ô��J���7���"�"ñò�J�½�����ë�¢� ð �C�Z�pô��J����ñþ�C�	�7�.@

τc

���p�ãë�N¡²�m�µ�J�¢�,�©ô1�Ú���J���Qñ����A�C�C�J�7ñ��N��¡ù�7��¦.Ú�²�7�6�5���¢� ð �
���x�%�Õ�"�	Lô��Q�

n
�A���J�,�7�"�C�¢�A���Qñù�,�C�N�7Ú�¢���QøJ�C�m����¡²�"�C�!�¢�NóJ�

dn/dτ ∼ 1/ |τ | �Nö ï � �;FA÷
�ýñ	�¢�,�7�7�Nô��	���N�²�µ�7�¢Ú�¢�¢�J���7� 9 �(: �	�²�¢ñ��z�J�N�7���D�J�u�7����ñ	�>@��C�7�Q���C�½�¢�µ®�A¡²���N�7��ñ����J���7���â�A�7�7�"�C�¢�A���QñÛ�,�C�¢�,ë� ð �N�7�
�7�Q�7�1�C�Q�Û���©�7���®ë�J�N�ò�,�����]óe�ù����ñ��Q�Cñ����i�ã�N� ð �C�N�i�pó"�	� ð ��ö �²�Q÷ �]ö �:ï%÷ �7�x�A�µ�����ëñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²�ç�N�cë�J¡²���i����ñ��
M

�7�C�Jñ��
P (M) = βe−βM � ð �	�C�7�ë®�A¡²���N�7��ñ��

M
�N�ã�,�C�^�%���Cñç���ù�����ë�7�Q�¢�:�A�7�Cñò�7�Q�¢�7Ú�¢���Q���C�,¡J�þô}�ç�7���

£¿�����C�}ô1�C�,¡A��¬Õ�¢�]�m���Q�ë�,�C�¢�A���N�²���7�	�¢�
ln E = a + bM

�HG§�J�N���C�
a ' 10

�J��ñ
b ' 3.5

ë�3� ô1�©�Jñ��²�	�7�Cñ
���C�,� 9 �A���C�J�7�7�Q�7�1�²��ñ��N��¡ë�7�sÚ��ñ��Q���A�7�Û�A��ñ¤�,�7�7�²�	¡®�:�A�,���	û"���JóJ�Q�

5.8 < M < 7.3
�1�D�²�<�C�	�C�7¡A� �N�JI : �Nö � « ÷

ð ���¢�]�c�¢�:�Añò���
β ' 1.17

ð �N�7���¢�þ�����ëë�"ñ��Q�§�A�Õ�J�C�Q��L���¢�A���N��¡ù�7�C�N�7Ú�¢�Ú�C���Q�7¡J�þ�N�X�©�N���C�J�¢�>�C�Qñò�,�C�¢�,ë�N�
�7�²�	�7�C�A�¢ö � ¥ ÷ �!���¢�ãøJ�A�¢���ë�¢�Û�N�c�U�J�N�Û�J¡J�7�C�Që�Q�m� 9

β ' 1.38
:¿ð �N�7�c���	�s�CÚ���¢�,�¢�C�J��ñx�A�]� �J�x�J�i�K�Q�Cñ ôm�þ�����

�7�Q�C���,�7�C�	�C�¿�7�Q�^�A�7�¢�²���,���¢��ö � «m� � 3 ÷
ln N> = − ln t0 − βM

� ð ���C�,�
N>

�¢���7�����}��Lô1�C�!�J�u�C�J�,�7��û}�x�JóA�C�<���Q�
�����i�µ�7�¢Ú� ð �N���þë�J¡²���i����ñ��¡J�7�:�%���C�¿�����J�

M
�Þ�x�²�µ�Þ®�A�¢�ç�7���"�]óç�J�!ë�J¡²���i����ñ	�

M0

���	�ë���,�²ôx�Jô	�¢�¢�i���
ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²� �:�J��ô1� ð �7�i�7���Q�þ�J� ∼ e−βme−βM � ð ���Q�7�

m = M0 − M
�¢���7���ñ��>@��C�,�C���Q��¢��ë�J¡²���i����ñ	�

ô��'� ð �Q�C�X�7���®ë�J�¢�ç�,�����]óþ�J�	ñ �J�X�A�C�C�Jë�x�A�}�"�N��¡©�,�C�N�7Ú�¢���QøJ�C�m��J�!ë�J¡²�	�N���	ñ��
M
�<L��C¡²�A���iø²��øJ�A�¢���Q�



���� !"$#�%;')�+*,"M-N/�� ª

L���Z��ô��ù�J�N�¢� ð �Qñ �J�¢�,�¤�D�²�L���	�ù�Z�]�A�7�¢�Z���¢�C�J�½øA�J�,�^�Jô	�¢�
m = M − M0

� ð �	�¢�]� �¢�C�Jñ��L���
βe−β|m| �D�²�Û�7���

ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²�ù�¢�©®�A¡²���N�7��ñ��µñ��>@��C�,�C���Q�J���J���,��¡²¡²�Q�,���Qñ����7�'ø"�¢�²���,�N�J�¢ö �3íA÷ �p�.ë�:�ù�J�¢�,�®ô1�Û���J�7�Cñ¤�7�x�A���7���]�
�©¡²�Q���C�7�A���N��¡ùñ��¢�Z���7�Nô��	�7�¢�²�þ�:�J�òô��Ú�²ô	���J�¢�	�Cñcôm�ç���	�®���,�¢���Q�¢���N��J�â���	�®ë�%¨��¢ë�J���C�m�7�7�²�m�ò�J�

β ′e−β′|m| �
�J��ñ����7�¢�	�C�Þ�����N�ë���,�²ôx�Jô	�¢�¢�i���X�N�Ú�Qû}�x�J�Õ���ò�7���ù���7�²ô��Jô��¢�N�N���c�J�.���	�©ë�J�¢� �,�����]óÿ�A�

m = 0
�½�N���D�²�¢�N� ð �

β ′ = β
�������A�����Q�!�²ô��7�Q�,øA�A�7�¢�²�sÚ�¢¡J�}�â�J�¢�,�ô������x�A�!�J�7�,���Q�^�A�7�Cñ��7�Q�¢�,ë�!ñ��L�D�J�¢�¢� ð �7���.���Aë���/¨	�1�²���Q�m���^�A�

¡²�C�	�C���%���¢�	¡Úñ	�¢�,�7�7�Nô��	���N�²�s�N�ùë�J¡²�	�N���	ñ��C�!�N�¢óJ�.�7��� � �7�Q¡²���¢�J� � �C�J�,�7��û}�x�JóJ�Q�C�
�p���¢� ð �²�Z��� ���J�7�¢��¡ �7�x�A�C�§ôm�c®�Jó}�N��¡¤���,�ù�A�<�7�����'¨��1�²���Q�}�7�^�J��ñ��¢�Z���7�Nô��	�7�¢�²�ò�¢� ë�J¡²���i����ñ��ëñ��>@��C�,�C���Q�
�J��ñÿ�����Þ���Që�1�²���A�âñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²� ¡J�Nø²�Q� ôm� 9 �(: �§�7���Þ���¢Ú��ñ��Q���Q��ñ��C�	�C� |m| = (α/β) |τ | �N���²ô	�]�A�¢���Qñ���²�

dm/dτ = α/β
�u�²�Q�z�Qû}���NøA�J�N�C�m���i�²�������Ú���Në�ñ��Q���Q��ñ��Q���C�

M = M0 − (α/β) |τ | �J���7���ëë�J¡²�	�N���	ñ���J���������A�C�C�Jë�x�A�}�"�N��¡��7�Q�¢�7Ú�C���7�����x�%���N��®�:�©ô���Q�,���N®�%���Cñ¤�7�x�A�.�7���¢�.�J�7�,���Q�^�A�7�Cñ��7�Q�¢�,ë�N��J�Q�7�Nø"�N���ù�N�
�'¨"���N���Q�<�N�Þ�7�¢Ú�

τ0 = βM0/α = βM0t
′
c

������ñ��Q�7�Q�7�¢ô1�Cñ©�Jô1�3ø²�J�x�D�²�Õ�,®�J�N��øA�J�N���C�Õ�J�
m

9 |m| < 1/β
: �����

ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²�ë�¢�së�J¡²�	�N���	ñ���ñ	�>@��C�7�Q���C���Jô��'���½�������7�Jë�.¦.ë�²�,�i�E�����1�<�^� ð ∼ dm/ |m| 9 �������¢� ð �Q�âô1�²����ñ�C�²�,�7�Q���²�	ñ��¢��¡.�7�
mc = (α/β)τc

: �O�!���!Ú�:�A�ñ��>@��C�,�C���Q�<�N�®�A¡²���N�7��ñ��
m̄
øA�J�	�¢�7�	�C���D�²�°�7���!ñ��N�,���,�¢ô������¢�J�

βe−β|m|
9
m̄ = 0

: �	�7���i�!�¢�â�,�:�J�,�²�x�Jô	�¢�.����Që�	�¢�3�ë�7����ñ��N�7�1�C�7�,�¢�²�
δm = ( ¯m2)1/2 =

√
2/β

�J�Õ�ë�C�J�7���,�
�J�@�����µ�:ø²�Q���J¡²�µñ��'ø��¢�A���N�²���¢�Þë�J¡²���i����ñ	�C�â�J�z�����µ�J�Q�C�²Ú�x�J�m�"�¢�	¡�7�C�N�7Ú�¢�¿�J�'���iø��i���²� ì �	�]�¤�J�Þ�C�Z���N®�A�7�¢�²�
�¢���J�¢�,�ë�Q�²���,�¢�,�7�C�m� ð �i���©�7���ã�J�7�,��ë�����¢�J�©�����A���7���L�A�7�7�"�C�¢�A���Qñ �,�C�¢�,ë�N�µ�J�Q�7�Nø"�N���Þ�,�C���,�C�7�Q�m�¿�®�7�Q�^�%¨	�A�7�¢�²�
�7�Q¡²�¢Ú�Û�J���7���L�,�C�¢�,ë�N�L�J�'���iø��i���²�µ� �Aó"�N��¡s���,��J�

β ' 1.17
�7���ÛøA�J�N���

δm ' 1.2
�N�.�²ô	���J�¢���Qñ�� ð �	�¢�]���¢�

�7��¡J¡²�C�Z���NøJ�½�D�²�u���	���}��Ú�C�7�N�:�J�møA�J�N���½�N��ñ��N�:�A�7�Cñµô}�ã~â�%�������°�Që���N�7�N�:�J�²�¢� ð �¢ö �3îA÷ � �,�¢Ú�¢�¢�J���J�x�A�N�"�7�N�C�)�����²�	¡²�
�²���Úñ��>@��C�,�C�m�.�Q�²���C�Q�	�����J�°ôx�A�7�¢�Q� ð �J�.ë�Jñ��µ�7�Q�C�Q�}�7�N�ù�D�²�Õ�����Û�J�C�Q�²ë���J�m���N��¡s�,�C�¢�,ë�N�µ�J�Q�7�Nø"�N���J�¢ö�� F �P� �C÷
�p�<�¢� ð �²�,�7�©���A���¢�	¡L���x�A�!øA�J�,�^�J�	�C�

δm =
√

2/β
���Q�C���,�<�N�����¢Ú�

τB = (β/α)δm =
√

2t′c
�

�!���¿ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²���N�Þ�C���Q�7¡J���C�J�ùô�� ð �7�i�7�7�C�ù�J�:ö5«��e¥ ÷ 9 �7�Q�Q���!� q"wzy@f�� � :

P (E) =
r/E0

(1 + E/E0)1+r
,

9 � :

ð ���C�,�
E0 = ea �N�<�7���ã�7���7�Q�7���²�Nñ �Q���C�,¡J�ù�¢�©�7���Û£¿�	�7�C�}ô1�C�7¡%��¬Õ�¢�]�m���Q���7�Q�^�A�7�¢�²�	�7���N���x�J��ñ©�����µ�x�J�7�Jë�'���Q�

r
ñ��C�1�C��ñ	�.�²� �7���Û�x�%�����,�L�J��ñ ¡²�C�²Ú�Q�7�,�Þ�J�°�����ã�7�C�N�7Ú�¢�µ�7�²�	�7�C�A�SR �i�����N�©�7���ÛÚ��ñ	�C�u�J���J�Q�C��Û���^�A�7�¢��¡

�7�Q�¢�7Ú�¢�Û�C���Q�7¡J� �¢�ç�s�¢�"�:�A�¢���Q�Cñ¤�,�C�N�7Ú�¢�ã�D�"�C�	�.�����LøA�J�N���
r = 1/3

�¢�¿�Jñ��J�	���Qñ¤�D�²�����	�¢���x�J�7�JÚ�Q���Q�C�ã�x�²�
�^�J�,¡²�.�Q���C�,¡²�¢�Q�C�1�J��ñÞë�Jó}�¢��¡���,�ã�A�z�7���ã£¿�	�7�C�}ô1�C�7¡%��¬Õ�¢�]�m���Q�<�,�C�¢�A���N�²���7�	�¢�

E/E0 = ebr �������¿ë�J¡²���i����ñ��
ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²�

P (M) = βe−βM �N�½�²ô��]�J�N���CñÚ�,�7���J�N¡²�m�7�D�²� ð �J�,ñ��N�Û�D�7�² 9 � : � ð ���Q�7�
β = br

� ì �¢Ú�¢�¢�J�°�1� ð �Q�Z�
�^� ð ñ��¢�Z���7�Nô��	�7�¢�²�����¢���C�	�C�7¡A���x�:ø²�ã�J�¢�,�ô��Q�C�ù�²ô	���J�¢���QñÞ�7�C�Q�C�m���i�²�xôm�����,�¢��¡�7���T�z�7�J�¢�N�!�C�m���,�²�m�²�Nö4�M� ÷ �!���
ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²� 9 � : �C�J�®�A�¢�7��ô1� ð �7�i�7���Q�Ú�J�

P (E) = (rEr
0/E

1+r)(1+E0/E)−1−r � ð �	�C�7�!�7���!�U�J�Q�7�²���¢�L�7���
Bx�7�Z�§�x�J���A�}�7���C�,�¢��ë�:�Lô1���A�7�7�N¡²���Qñ��7�¿�C���Q�7¡J�

Emax

�J�1�����!ë�J�¢��,�C�N�7Ú�¢�â�,�����]óe� ð ���¢�N�����	�â�U�J�Q�7�²���¢�L�7���
�7�Q�C�²��ñò�x�J�7�J�m�����Q�7�¢�µë�3�¤ô��ë�J�7�,�¢¡²�	�Cñç���ù�C���Q�7¡J�

ε = E
�C�²�,�7�Q�7�1�²��ñ��N��¡ù�7�ù�J�X�J�Q�C�²Ú�x�J�m�"�¢�	¡ù�,�C�N�7ù�

ì ���]� �A�X�J���	�7�:¨��¢ë�A���N�²�ç�¢��øA�J�¢�Nñç�D�J�ã�Q���C�,¡J�
E
øA�J�N���C�µ�C�N�²�7����ù�����ë�C���Q�7¡J�

Emax

�°�J��ñX�A�C�C�J���m���ã�D�J�
�����.�U�A�Q�â�7�x�A�:�	�J�C�Q�²�7ñ	�¢��¡L�7�L������Ú��ñ	�C�1�J�z�J�C�Q��L���¢�A���N��¡L�7�Q�¢�,ë�N���C�	�C�7¡A�²���Qû"���A���N�²� 9 � : �7�Q�D�Q�7�â�7�ë�C�J�
øA�J�¢���Q�ë�A�.�C�	�C�7¡A�²�H�!���N�ë�	�7�"�C�Cñ	���7�©�7�C�Zø²�Q���J�¢�,�����cñ	�¢�7�Q�m�]�J��¡J�¢�������©�J�Q�C�²Ú�x�J�m�"�¢��¡þ�7�Q�¢�,ë�N�©�A�Q���iø"�N���
�D�7�² �7���¤ë�J�¢�ÿ�7�	���]óe� ��� �Jñ�ñ��i���¢�J�����i�ë�N�®�Q�²���7�N�,�7�C�m� ð �i��� �7���¤�A�D�J�7�'�p�7�C�J�]���Cñ �C�²���Q�¢���,�¢�²�ÿ���x�%�ë�7���
�J�7�,���Q�^�A�7�Cñ¤�,�C�N�7Ú�¢�ã�J�Q�7�Nø"�N���Þ�N��¡²�3øJ�C�7�	�Cñçôm�ù�7���L�7�Jë�µ¡²�Q���C�7�A���N��¡®ñ��N�,�7�7�¢ô	�	���N�²�©�N� ë�J¡²���i����ñ	�C���J���7���
®�A�¢���J�'���iø��i���²�°¦.�¿�7�����J�7���C���x�A��ñ��)�������,�C�7�	�N���N��¡!ñ��Q�C�²Ú���J�7�N�7�¢�²���¢��ñ��N�:�A�7�C���7�x�A���7�����,�]�%���¢�Z���N�:�J�%øJ�A�7�^�Aô��¢�
�C�²�,�7�Q�7�1�²��ñ��N��¡ù�7�©�Q���C�,¡J���D�²�.�7���®�A�C�C�Jë�x�A�}�"�N��¡Þ�7�C�N�7Ú�¿�¢�µ�J�Q�7�x�J�N�N�

x = 1/ε
�u�7�Þ���x�%�µ�7��� � �C�	�C�7¡A� �

ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²�ù�D�²���7����J�,�7�"�C�¢�A���Qñ¤�7�Q�¢�7Ú�¢�Û�J�Q�7�Nø"�N���ù�C�J��ô�� ð �7�N�,���Q�¤ñ�� ð �þ�J�
p(x) ∼ (1 + E0/ε)

−1−r =
exp[−(1 + r) ln(1 + E0/ε)]

���²�C�KBx�x�J�N�N�²�

p(x) ' Eo(1 + r)e−(1+r)E0x , x = 1/ε .
9 ª :

�p��ë�:�ô1�<�	�J���Qñë�����A�������N�§ñ	�¢�,�7�7�Nô��	���N�²���¢���7�Në�N�^�J�@���¿�����<�'¨��1�²���Q�}�7�^�J�eñ��N�,�7�7�¢ô	�	���N�²�����N�Ú�7�¢Ú�!�²��®�J¡J���i�
����ñ	�J� ð �i���®�ã�]�x�J�7�J�Q�7�C�,�¢�,�7�¢���7�:�A�¢�<�C���Q�7¡J�

(1+ r)E0
��~½�Ú�C�²Ú�x�J�,�¢��¡ 9 ª : �J�	ñ 9 �(: ���	�����Në�<ñ��Q���Q��ñ��C�	�C�

ε = (1 + r)E0t
′
c/ |τ |

�J�z�7���¿�7�Q�¢�:�A�7�Cñù�C�	�C�7¡A���¢�!�²ô��]�J�N���CñÞ�,�7���J�N¡²�m�7�D�²� ð �A�7ñ��i�²���²�â�7���¿���A�7�

dε/d |τ | = −(1 + r)E0t
′
c/τ

2 9 ïU:



ï ���! !"$#&%(')�+*,".-0/��

�J�â�7���s�C�	�C�7¡A�c�,�C�¢�C�J�7�QñX�¢�þ�����®�J�C�Q�²Ú�x�J�m�"�¢��¡¤�,�C�N�7Ú�¢�ë�J�Q�7�Nø"�N���J� ì ���]�ÿ�J� ∼ 1/τ 2 ���^� ð �,�C�Që�Û�7�¤ô1�
�7���	���²�Z���Qñþôm� �CÚ���¢�,�¢�:�A�zñx�%�]�	�Nö ï � �;F)÷ ì �¢Ú�¢�¢�J�7�i�²���7���®�A¡²���N�7��ñ��ãñ��C�1�C��ñ	�C���Q�

ε = (1 + r)E0/β |m| �N��²ô	���J�¢���Qñ¤�D�²���7�����7�C�N�:�J�,�Cñç�C�	�C�7¡A�²�@�J��ñþ�J�þ¦.Ú�²�7�Ç�p���"���ã�^� ð ∼ dx/x ∼ −dε/ε
�D�²�.�7ë�J�N�@øA�J�N���C���J�

x9 �¢�J�7¡²�¿øA�J�¢�	�C�.�J���,�C�N�:�J�,�Cñ��C�	�C�7¡A�
ε
: ���p��L���,�.ô��L�Që�	�x�J�7�>�C�Qñ¤���x�A��ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²� 9 ª : �¢���²���N�ùøA�J�N�¢ñÞ�D�²�

�7ë�J�¢�1øA�J�¢���Q�Õ�J�
x
�

���s�C�J���C�N���7�N�²���}�N�§ë�3��ô1�<���J�Nñë�����A�!¦.Ú�²�7�6�5��ñ��N�,�7�7�¢ô	�	���N�²�����¢�Ú���Në�A�m®�J¡J���N�7��ñ��<�J��ñë�C���Q�7¡J�ë�x�:ø²��ô��Q�C�
ñ��C�,�NøJ�Cñ �D�²�Û�7�����7�Q�¢�7Ú�¢�s�J�Q�7�Nø"�N���c�J�C�Q�²Ú�x�J�m�"�¢��¡ç�¤ë�J�¢�c�7�C�N�7Ú�¢�s�,���"�]ó1�ò�p���¢�L�,��� ð �ÿ�7�x�A�Ú¦.Ú�²�7�6�5�
�^� ð �J�,�¢�7�Q���D�,�² �ë�7�C�i�^���,�C���N�¢�:�%���¢�J�ù�	�7�"�C�C�,���J�§�®¡²�Q���C�7�A���N��¡sñ��N�,�7�7�¢ô	�	���N�²���1�J��ñ �7���L�,�C�N�^�p�C�²�	�7�¢�Z���Q���Q�©�J�
�����Þ���,���Q�C�,�ë�,�Cû}���¢�,�C�Ú�J� �'¨��1�²���Q�}�7�^�J�!�¢� ð �D�²�L�7���Þ¡²�C�	�C���%���¢�	¡þñ	�¢�,�7�7�Nô��	���N�²���V�!�	�Þ� ð �þñ��¢�Z���7�Nô��	�7�¢�²���
�J�7���N�m���C�����,�C�^�%���Cñ�ôm�Þ�����N�C�Q�5�!���7�J���Z�D�²�7ù� ð ���N�]�©�	�7�3ø"�¢ñ��Q���A�¢�7���¡²�Q���C�7�J�¢�>�C�QñÞ�D�J�7 �D�²�<¦.ë�²�,�E���â�^� ð �x�A�
�¢���Q�¢��ñ	�CñÞ�¢�<���!� q�w@y@f=�W6 �

X �NY!���!Z ����[]\_^ ���½�� 

�!���Ú�J�	�7���²���¢���N��ñ��Qô	���Qñþ�7�Þ�7���Ú�CLô1�C�,���J�½�7���������,�7�N�7�	����J�����J�,�7�����ã���m�"�7�N�C�C�°� �J¡J���7�Q�¢�'��~����]�x�A�7�C�Z�
�D�²�!�C�	�¢�¢¡J�}�7�C���N��¡ñ��N�7�C�	�7�7�N�²���Q�

`baCaJcedCfhgji k

X ^ �l[��������!
������]^ ����
��	���m\ �������N\�� �Z� 
ý���!��
����on���[  "���� N^ ���¤�]�!���� $p�q �� m�"���sr.�Õ�	�����
���ute����\�����
��vt ��
������mwâ��
,Y��� 

�!���Ú£��	���Q�"ô1�C�,¡A��¬Õ�¢�]�m�7�C�.�,�C�^�%���¢�J���7���N�
ln E = a + bM

�¢�møJ�²�NøJ�C�¿�s�7�C�J�¢�Û�C���Q�7¡J�
E0 = ea ���7�s�7�x�A�.�7���

�7�Q�^�A�7�¢�²���,���¢�¿ë�:�µ�J�¢�,���,�:�Jñ
ln(E/E0) = bM

�²�²�
E/E0 = ebM �°�p�e�!ø²�²�N��Ú� ∼ R3 �¢�@�J�7�Q�7�Nô��Qñã�����C���Q�7¡J�

E
� ð ���C�,�

R
�¢���®�]�x�J�7�J�Q�7�C�7�,�N�7�¢�L�7�Jñ��¢�	�C�e�����Q�ç�s�7�¢Ú�¢�¢�J�!�7�C�J�¢�ã���Jñ	�¢���

R0

�7���²�	�¢ñ¤ô1��J�,�7�"�C�^�%���Cñ©���®�7���
�����,�C�,���²�¢ñ �Q���C�,¡J�

E0

���N�:�Jñ��N��¡©�7�
ln(R/R0) = bM/3

�J�!���Q�7�Þ�]�x�J�7�J�Q�7�C�,�¢�,�7�¢�ë���Jñ��N�½�C�J�Xô1���J�,�7�"�C�^�%���
�C�i�����Q�.�����������/¨��7�C�m�ã�J���������7�Q¡²�¢�J��ñ��¢�,�7���	�7�Cñþôm�¤�������C�J�,�7��û}�x�JóJ�Q�C�@�&@��C�'���C�Nö��Jª��x� ïJ÷ �²�.�������	�Ú�,�x�A�7�^�J�
�'¨"���Q�m���J�@���	�µ�,�C�N�7Ú�¢�.�D�"�C��� ð ���Q�7�¿�����¿�,�C�¢�,ë�N���C���Q�7¡J�s�¢�Õ�J�Q�C��L�	�^�A�7�¢��¡��
�p�x�����â�J�C��Û���^�A�7�¢�²�µ�J�x�Q���C�,¡J�ã�¢����,�C�N�7Ú�¢�§�7�²���,�C�â�N�°�]�x�A���J�'���C�,���Q�Cñôm�L�Õø²�Q�¢�"�C�N���

v

�J�7���C�Û�7���â���,���Q�C�,���J�
�J�C�Q��L���¢�A���N�²�L�J�1�Q���C�,¡J��¢�L�7�¢Ú�

t
�¢��¡²�3øJ�C�7�	�CñÚô}�Û�����!�Q�²�m���¢�}���i���L�Qû"���A���N�²�

∂E/∂t = −vgradE
�z�x�²���

�����i�D�²�7 �Q�²ë�	�7�C�,�7�N�²� ð �N�7�®���	�.���JÚ��øJ�C�N���Q�N���
v
�J�¢�²�	¡ã���	�����	�7�Q�.�7�x�%���^�A���Q���²�,ñ��¢���A���Q�C���J��ñ��Û�N���C�J�¢�>�C�Qñ

�D���Q���C���7���¢���Cû}�x�A�7�¢�²���C�J�çô�� ð �,�N�7�7�C�þ�J�
dE/dt = 3v(E + E0)/(R + R0)

�Û�x�²���sñ	�>@��C�7�Q�m�¿¡²�C�²Ú�Q�7�,�
�J�.�7���©�,�²���,�C�J�Õ�²�ë�çñ��>@��C�,�C�m�s�x�%�����,�©�J������� �J�C�Q��L���¢�A���N�²� ���7�"�C�Q�7�C�!�7���ù�U�A�Q���J�

3
�¢� �����N�ë�Qû}�x�A���N�²�

®�:�®�]�x�J��¡²�A�e�7�����N�������¿�¢�m�7�C�7�Q�,�<�J�z���7�Q�7�Q�,ø"�¢��¡����	��¡²�C���Q���J�N�N���J���N�!�N�!�7�Q���^�J�Q�Cñùôm�
1/r

���x�²���7���¿���7�Q�7�C�m�
ñ��¢�,�C���,�7�N�²�

r = 1/3
�²�i��ô��Q�¢��¡�ñ��C�,�Nø²�QñÚ�D�,�² �����7�Q�N�Û¡²�C�²Ú�Q�7�7�N���7�C�J�7�J���C� ì �N���C�

R/v = t
�}�������,�C�7�	�²�¢ñ��m�J�

�C�	�7�.@z�����Në�
t0 = R0/v

�N�â�J�N�7�L�N�m���7�"ñ����Q�Cñ����7�L�7���.�A�D�J�7���Qû}�x�A���N�²�s�,�:�Jñ��
rdE/dt = (E + E0)/(t + t0)

�
ð ���²�,�ã�,�²�¢�	�7�¢�²���N�

1 + t/t0 = (1 + E/E0)
r .

9 « :
�!���¢�Û�¢�Û�7���s�Cû}�x�%���¢�J� �J�<�J�C�Q��L���¢�A���N��¡¤�,�C�¢�,ë�N�®�Q���C�,¡J�X�N� �¤�¢�"�:�J�N���Q�Cñç�D���Q����CÚ���¢�3�J�Cñ �¢�ò������ë�J�¢�
���/¨��C�
1��Q�

N0

ô1�ã�7���Û�}��Lô1�C���J���C�J�,�7��û}�x�JóA�C�.�����A��ë�:�ù�J���1�:�J�<�¢� �ë�N�²��¡����¢Ú�
T
ð �N�7�¤�ëÚ�:�A� �7�	�C�C�Q�7�,�¢�²�

���Në�
t0 = T/N0

� ì �¢Ú�¢�¢�J�7�i�²�
N = T/(t0 + t)

�¢�!���	�ã�}��Lô1�C�<�J���C�J�,�7��û}�x�JóA�C� ð �i��� �ÚÚ�:�J�ù�7�Q�C���,�7�Q���C�
���Në�

t
�Þ�z�J���JÚ�Q�7�C�

1/t0
�:�J�òô���ø"�¢� ð �CñX�J�µ�7���Ú�7�C�N�7Ú�¢�Q�N�����7�A���A�°�J�	ñò���	�Ú�D�,�Cû}���C�	�Q�ò�:�J�òô�� ð �7�i�7���Q�

�J�:ö��²« ÷
N/N0 = 1/(1 + t/t0)

�x�7����	�¿�7�CÚ���J���J���	�7�²ôx�Aô��¢�N�N���Ú�7�C�Jñ��

−dN/N0 =
1/t0

(1 + t/t0)2
dt

9 ¥ :



���� !"$#�%;')�+*,"M-N/�� «

�p�<�¢�!��� ð �C�J�,�®���Ú¡²�Q�!�7���¿ñ��¢�Z���7�Nô��	�7�¢�²���N���C���Q�7¡J�

P (E) =
r/E0

(1 + E/E0)1+r
,

9 3 :

ôm�{®�Aó"�N��¡X���,�ç�J� 9 « : ���J��ñ{�7����ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²� �¢�{ë�J¡²���i����ñ��Q�
P (M) = βe−βM �D�²���^�J�,¡²� �Q���C�,¡²�¢�Q�

9
E � E0

: � ð ���C�,�
β = br

���CÚ���¢�3�J�Cñù�¢�������¿ë�J�¢�s�7�'¨"�:�
� �Jó}�¢�	¡ ���,�s�J�â�7���C�,�sñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²�	�¿�7����£��	�7�C�}ô��Q�7¡A��¬<�N�]�m���C� � �"�C���,�7�C�	�C� � �7�C�¢�A���N�²���,���¢�

ln(∆N/T ) =
ln(β∆M/t0)−βM

�N�z�²ô��]�J�N���Cñã�,���7�J�¢¡J�}�,�D�²� ð �J�,ñ��N�.�D�J�@�7�����7�A���
∆N/T

�J�x�C�J�,�7��û}�x�JóA�C� ð �i���Ûë�J¡²�	�N���	ñ��
�¢�ç�����ë���J�	¡²�

M
���

M + ∆M
���J��ñþ�����Ú�,�C�C�	�7�C�	�C�s�,�C�^�%���¢�J���7���N�

ln(N>/T ) = − ln t0 − βM
�D�J�¿�7���

���A�7�.�J�
N>

�:�J�Z����û}�x�JóA�C� ð �N�7�së�J¡²���i����ñ���¡²�7�C�A���Q�½�7�x�J�
M
�+�!�¢Ú�<�¢� 9 « : ë�3�Úô1��ø"�¢� ð �Qñ©�A��������ë�C�J�

�7�Q�C���,�7�C�	�C�®�7�¢Ú�
tr = t0e

βM �z�²�C�@�D�²�µ�:�J�Z����û}�x�JóA�C� ð �i���ò®�J¡J���N�7��ñ������J�	¡²�¢��¡Þ�D�7�J
M

���
M + ∆M

�
�����Û�7�C�Q���7�Q���C��7�¢Ú�Û�¢�

tr = (t0/β∆M)eβM �T�!���L���Që�1�²���A�zñ��N�,�7�7�¢ô	�	���N�²� �J���,���]� � �7�Q¡²���¢�J� � ���²�.ë�J�¢�
�7���"�]ó}�C� ð �N�7� �yB	¨��Cñ©ë�C�J�©�,�C�Q�C���,�C���Q�ã���Në���C�J� ô1�¿�²ô	���J�¢���Qñ©�C�J�7�N�N�s�J�

(1/tr)e
−t/tr

� ð ���N�]�©�Në���N�¢�Q�!�
ñ��Qø"�¢�A���N�²�

δtr = (t2)1/2 − tr = (
√

2 − 1)tr.

`baCaJcedCfhgji z

{ ��������
����|n���[~}�^ ���	�&�D ��
!Z 
��m[b�Þ���Z�����U �"��
��� "�]����^

1��Q�
p(x) = dn/dx

ô��.��Bx���i����ñ	�¢�,�7�7�Nô��	���N�²�®�3øJ�C���7���.���A��¡²�
x > 0

�,�!�	�.�}��Lô1�C�
dn0 = p0dx

�J�u�QøJ�C�m���
���^�A�C�Cñc�A�L�J�7�¢¡J�¢��� ð ���Q�7�

p(0) = p0

�°�C�J�Xô1�ëø"�¢� ð �Qñ �J�ã�7���®�}��Ûô��Q�Û�J�!ë�J�N�ò�'ø²�C�m�7�C� ð ���¢�N������ë�7�C�Z�
�J���'ø²�C�m�7�C��ñ��N�,���,�¢ô������Cñ©�3ø²�C�

x > 0
���:�J�¤ô1�ãø"�N� ð �Cñ��J��ô��Q�¢��¡ë���7�"ñ����Q�Cñ�ôm�ù�����ã®�J�N�©�'ø²�Q�}�7�¿�A���®���A�7�

r(x)
�x�,���]�©�7�x�A�

p(x) = p0r(x) .
9 íU:

ì �¢�	�C�������¿�'ø²�C�m�7�.�J�,�µ�	�J�<ñ��>@��C�,�C�m���¢�A���Qñù�A�����Q� ð �¢�,�¿�'¨��C�Q�	�.ôm�s�7���C�N�<�1�²�,�N���N�²�
x
�e�N�!�D�J�¢�¢� ð ���7�x�A�<ñ��N�,���,�i�

ô��	�7�¢�²�
p
�¢�Õ�A�¢�7�����,��ñ	���C�Qñ �A�

x + y
ô}�s�N���âøA�J�N���¿�A�

x
L���N�7�¢���N�¢�Qñsôm�����A�7�

r(y)
���������

p(x + y) = p(x)r(y) ,
9 îM:

�D�²�@�J�m�
x, y > 0

�!�!���¢�@�¢�@�Õ�7�C�i�^��¡²�Q���C�7�A���N��¡Õñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²���A�A��ñÛ�Qû"���A���N�²� 9 îU: �'¨����,�C�7�,�C���Õ�7�Q�N�^���Q�²���,�¢�,�7�C���'�
�]�x�J�7�J�Q�7�C���A��ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²�

p(x)
�!�p��ë�3�ù�A�¢�7�Úô1� ð �7�i�7�7�C�©�J�

p(x + ∆x) = r(∆x)p(x)
� ð ���¢�]�©�¢�:�Añ��<�7�

dp/dx = (−p1/p0)p(x)
� ð ���Q�7� −p1 = p′(0) < 0

�N�����	�QBx�7�Z��ñ��Q�7�NøA�A�7�NøJ�Û�J�
p(x)

�A�.�²�7�N¡²�¢���<�p�.�D�²�N�¢� ð �
�¢Úë�Qñ��^�%���C�i�²�â�D�,�² 9 íU: �J��ñ 9 îU: �<���x�A�Þñ	�¢�,�7�7�Nô��	���N�²�

p(x)
�¢��¡J�Nø²�Q� ô}�{�J� �'¨����J���C�m���¢�J���^� ð

p(x) =
p0e

−p1x/p0
� ð ���¢�]�ò�:�J�òô������7�J���Z�D�²�7Ú�Cñþ�¢�m���©�Þ���²�7ë�J�N���C�Qñ����7�Jôx�Jô��N�¢�N��� ñ��¢�Z���,�¢ô��	�7�¢�²�

p(x) = p0e
−p0x �

�p�ù®�:�{ô1��ø��N� ð �Cñ �J�ù�7���ç���7�Jôx�Jô��N�¢�N���ý�J�Û���Q�C���,�C���Q�ò�J�L�J�C�Q�²Ú�x�J�m�"�¢��¡ �QøJ�C�m���Q�¿�²�������þ¡²�C�	�C���%���¢�	¡
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