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�Q°±���N�E²³������°±�f´��7���C�J�Z�J�����¤�	�������7�

µ·¶�¸]¹/ºC»f¼3¹

½A¾Z¿C¾�ÀÂÁ�¾�ÀÂÃ/¿CÄ1ÅJÀÂÁ�¾�Æ�ÀÈÇfÉf¾�ÀÂÊ:ËoÁ�ÀÈËd¾�ÀÈÌÎÍ3ÏfÌ·¿CÐ3ËfÀÈ¾�ÉoÅfÍ<¿CËoÅÍ�ËoÍ�Æ�Ð3Ñ¿CÆ�Í!ÅfÍ�Æ�ÀÈÒ)Í]ÅLÓ^Ê:Æ�ÁZÍ�ÀÂÁ�Ì�ÀÂÃÔÓ^Ê:Æ�Í]Á�ÕoÊ�Ã�ÖJÁ
¿CËoÅ×¿QÓ^¾�Í�Æ�Á�ÕoÊ�Ã�ÖJÁ�¿:Ã]Ã]Ê:Ì�Ø"¿CËAÑAÀÈËfÐ�¿ÎÌ·¿CÀÈË±Á�Í�ÀÂÁ�Ì�ÀÂÃ<Á�ÕoÊ�Ã�Ö�Ï�¿:ÁÔÇ"¿:Á�Í]Å{Ê:ËuÙ�¿]Ñ)Í]Á�ÀÚ¿CË±¾�ÕoÍ]Ê:Æ�Ñ�ÊCÓyØfÆ�Ê:Ç"¿QÛ
ÇfÀÈÄÈÀÈ¾�ÀÂÍ]Á�¿CËoÅÜÊ:Ë¿<ÌÎÊAÅfÍ�Ä	ÀÈË%¾�Æ�Ê�ÅJÉoÃ]Í]ÅLÆ�Í]Ã]Í�Ë%¾�ÄÈÑÎÓÝÊ:Æ³¾�ÕoÍ�¿:Ã]Ã�ÉfÌ�ÉfÄÚ¿C¾�ÀÂÊ:Ë�ÊCÓ1Í�ËoÍ�Æ�Ð3ÑÎÀÈËd¿�Á�Í�ÀÂÁ�Ì�ÀÂÃ�Ó^Ê�Ã�ÉoÁ/Þ
ßÔÌÎÊ:Æ�ÀDà�Á�ÄÚ¿/áâÀÂÁ�Ê:Çf¾Z¿CÀÈËoÍ]Å{¿:Á�¿�Á�Í�ÄãÓNÛDÆ�Í�ØfÄÈÀÂÃ/¿C¾�ÀÂÊ:Ë×ÊCÓ�¿�Ð)Í�ËoÍ�ÆZ¿C¾�ÀÈËfÐ·ÅJÀÂÁ�¾�Æ�ÀÈÇfÉf¾�ÀÂÊ:ËqÏf¾�ÕoÍ!ÁZÍ�ÄãÓNÛUÃ]Ê:ËoÁ�ÀÂÁ�¾�Í�ËoÃ�Ñ
ÊCÓÔ¾�ÕoÍLØfÆ�Ê�Ã]Í]Á�Á.Æ�Í]äAÉfÀÈÆ�ÀÈËfÐå¿CËæÍ7ç�Ø�Ê:ËoÍ�Ë%¾�ÀÚ¿CÄ�ÄÚ¿/áèÓ^Ê:Æ.¾�ÕfÀÂÁ.Ð)Í�ËoÍ�ÆZ¿C¾�ÀÈËfÐåÅJÀÂÁ�¾�Æ�ÀÈÇfÉf¾�ÀÂÊ:ËqÞ§é�ÕoÍL¾Uá³ÊxÅJÀÂÁtÛ
¾�Æ�ÀÈÇfÉf¾�ÀÂÊ:ËoÁ.¿CÆ�Í�ÀÈË%¾�Í�ÆtÛDÆ�Í�ÄÚ¿C¾�Í]Å¢Ç%Ñ�ê�ÉfÄÂÍ�Æ/à�Á�¾�ÆZ¿CËoÁtÓÝÊ:Æ�Ì�Ï1á�ÕfÀÂÃZÕåØfÆ�Ê'ÒAÀÂÅfÍ]Á�¿CÄÂÁ�Ê{¿dÐ)Í�ËoÍ�ÆZ¿CÄÈÀÈë/Í]ÅåÓ^Ê:Æ�ÌìÊCÓ
ßÔÌÎÊ:Æ�ÀDà�ÁÜÄÚ¿]áíÞXé�ÕoÍÆ�Í�Ð3ÀÈÌÎÍ{ÊCÓ!¾�ÕoÍ±¿:Ã]Ã]Ê:Ì�Ø"¿CË%Ñ�ÀÈËfÐ¢Á�Í�ÀÂÁ�Ì�ÀÂÃ�Í�Ò)Í�Ë%¾�ÁÜÀÂÁ·ÃZÕ"¿CÆZ¿:Ã�¾�Í�Æ�ÀÈë/Í]ÅX¿:Á�Ó¤ÉfÄÈÄÈÑæ¿:Á
Ø�Ê3Á�Á�ÀÈÇfÄÂÍ3ÏJÀÈËoÃ�ÄÈÉoÅJÀÈËfÐ·¾�ÕoÍî¾�ÀÈÌÎÍ<ÅfÍ�Ø	Í�ËoÅfÍ�ËoÃ]Í�ÊCÓ�¾�ÕoÍ!Ì·¿CÐ3ËfÀÈ¾�ÉoÅfÍ�¿CËoÅd¾�ÕoÍ!ÆZ¿C¾�ÍíÊCÓ�Æ�Í�ÄÂÍ/¿:Á�Í]Å�Í�ËoÍ�Æ�Ð3Ñ)Þ

ï �¤�	�C� �3ðJñAòuó ���C�ô©.°×�J�,�}�,��£J£J�Q�,�7�Cõö�7�¥�A���,�C�N�7°{�¤��A�Ý�7�C�,�7���"�]÷o�Ü�A�7�õ��N�,���,�¤ø������Cõæ�A�C�C���7õ��N��£u��� ∼ 1/τ γ  
ó ���C�,�

γ = 1+ ����õ
τ
õ	�C�����7�C�î�7�������N°×�<�C�¤�����,�Cõu�D�7��°ù�7���.°×���¤�{�7���"�]÷q ¤ú �3û �7���.�,�C�¤�,°×�N�.���'���Úü��Ú���×���C�Q�J°��

�¥���f�"�¤��£¢�å°×�)ý,�J�Î�C���,�7��þo�¥��÷��A ³ø1�����ô���·���7�Q�C���,�7�J�Z�ö���·�,��ø��,�Cþo���C�f���,�C�¤�,°×�N�������C�	�J°×�Q�¥�	 @�¤�·�¬°×�A�,���C�
���.õ	�Cø¥�A�7���ÿ©.���å�����7���¬°×�)ý,�J��õ����{�C���Ú���¤�Q���¤� ��õ	üA�����Q�¤��£ ÷o��� ó �¤�Cõ	£J�¢�N�s�7���¤���7�	ø"ý,�C�'���¤����	�¢�^�A�]÷X���
°×�C�������D�J�ªõ��¤�Z���¤�	£J���¤�,���¤�	£�ø��'� ó �Q�C���7�Q�¤�,°×�N�<�'üJ�Q�o�7�!£J�C�o���N���C�Ú�{���C�Q�J°{�¥���f�"�¤��£Ü�Ü°×���¤���,�����]÷×����õ×�����	�C�C 
� �7�Q£J���¤��� � �7�C�N�7°{�C ��,���1�C�7�1�J�,�Cõx�3üJ�C�î�7�������,�7�"�C�¤�A���Qõ��7�C�N�7°{�¤�����Q�7�Nü"�N���� 	���	õ�ø��Q�¤�J��£��¤��£Ü���J�,�7�Nø��N������A�����Q�
� �7�Q£J���¤��� � ���N°×�{�7�Q�7�¤�Q�d���!�,�C�N�7°{�¤�×���Q�7�Nü"�N����  ó �N�7���J�	�d���f� �7�C�¤�A���N�J���,���¤� ó �N�7�ô�����×°±�A�¤�ô�,�C�N�7°{�¤�{�7���"�]÷q�
ï �]�%���¤�Z���N�:���"õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�	�}���1�,���]���QüJ�Q�f���C "ø1������N�L���N°×�A �°×��£J���Ú����õ�������õ�Q���C�,£��J f°×�:�L���Q�¤��N�d�J�1�C���%���¤�	£
�7���]�±��õ��¤�Z���¤�	�Q���N�J�� �����õ{�N� ó �������7�Q�C�N�7�C�Ú��¤�d�7���¤��õ	�¤�7�Q�Q�7�¤�J� ó ���Q�7�<���7��£J�7�Q�7���¥����ø1�C�C�{�7�Q�C�J�,õ��Cõ{�7�Q�C�Q�o�7�N�� 
�C�,���Q�C�^�A�¤�N�¬�¤�æ�Q�J�������Q�Q�7�¤�J� ó �N�7�æ�7�����C�,�N���N�:���}�����¤�f�������Q�J�,�¢�D�J�.�D�J�7�Q�7���"�]÷o�L�A��õô�%�Ý���C�,�7���"�]÷o�C }���Îø¥���,�Cõ
�J�x�7�Q�N�^�����7£f���	���C�Qõx�C�7�Ú���N�:���N�N���J�Nú�� û �/ú òAû
�!��� ���¤° ���Î���	�¤�	��
��� �N�±��� õ��Q�7�C�,�¤ø1�æ�âõ��C�,�NüA�A���N�J�~���d©.°×���7�E���±�¤� ó �D�J�×�����æõ��N�,���,�¤ø������¤�����±���Î�7���
���C��°×�¥�A�o�"�N��£.�7�Q�¤�,°×�N�!���Q�7�Nü"�N���·�N�d���¤°{�� A°±�A£J���N�7��õ�������õ��C���Q�7£��� o����ø¥���,�Cõ��J�d�7���!�C�J�	�C�C�������1�,�]�%���¤�Z���N�:���
�C���,�C°dø	�¤�C�Q�.�t���N�����N�7�uø����7�Qõ��J���±°{��õ	�C�yõ��¤�,�C���,�7�Qõ �,�C�Q�C�f���Ú�J ��,�C£f���,õ��¤�	£×���	����C�Q��°d���¤�A���N�J�å�����7�Q�¤�7°{�¤�
�C���Q�7£��±�¤�x�d�,�C�¤�,°×�N�.�7�����7�Q�� ¥���	õå���u���������,�Jø¥��ø	�¤�¤�Ú����õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�	���¤�u�7�¤°{�� "°±�A£J���N�7��õ�������õx�C���Q�7£��±���
� �7�Q£J���¤��� � �C���,�7��þo�¥��÷��Q�C�Nú ®¥ )¨ û � ø��,�¤�'��õ��Q�7�C�,�¤�	�7�¤�J�Î�����������Q�7�7�Q�f���^�A�¤�@�����7���¤�y°{��õ	�C�J�N��£J�Nü��C�L�N� `�����g"j@|}i��
� ��t�Î�¤���7�	� ó �æ�����A�Ü©.°×�J�,�E���.�^� ó ���7�N�7�Q��øo���x�,�C�Ú�^���7�Q���¤�N�:�A�7�¤�J�¬���7�"�C�Q�7�·���Ô��£J�C���Q���A�7�¤��£xõ��N�,�7�7�¤ø	�	���N�J�� 
ó ���¤�]�±�¤��£J�Nü��C�uøf�×���×�'«��������C�f���¤���q�^� ó �D�J�����	���7�Q�N�^�t�C�J���,�¤�Z���C�	�Q�{�����7�����	�7�"�C�C�,�C���!����� ó �Üõ��¤�Z���7�Nø��	�7�¤�J���
���7�Î�N�o�7�C�����7�Q�^�A�7�Cõ�øf�x�����N�C�C���!���7�����,�D���7°å  ó ���¤�]�å���,�)ü"�Nõ��C�<���N�7�{�£J�C���Q�����N���Q�Cõ��D�J�7°ì����©�°{�J�,�E���î�^� ó �
�}�¢ø��Q£J�¤� ó �N���� ³�N�·�N�L���,�7��°{�CõX�7�¥�A�·�����Q�7�×°±�:� �'«��¤�Z����ô���7�,���Q�^�A�7�CõX�,�C�N�7°{�¤�{���Q�7�Nü"�N��� �A�C�C��°×�¥�A�o�"�N��£
�u°±�A�¤�¢�,�C�N�7°{�¤�L�'üJ�Q�o�C @���.�7�Q�¤�,°×�N�Ü�D�J�,�C�7�	���]÷o�·����õæ�A�Ý�7�C�,�7���"�]÷o�C y����õ§�7���¤� ó ���J�¤� � �7�Q�C�J��õ����,� � �7�Q�¤�7°{�¤�
���Q�7�Nü"�N���×�D�J�7°{�í��,���A���N�,���N�:�����C���,�C°dø	�¤�� ����������N�í�N�!õ��C�,�C�7�Nø��Qõ¬øf�x���,�Jø¥��ø	�¤�¤�Ú���{õ��¤�Z���7�Nø��	�7�¤�J���Q�



� ���! !"$#&%(')�+*�"-,/.��

0��Q�d�7���u°×���¤�ö�7���"�]÷ô�"�C�Q���7���A�d�§�C�,�N���N�:�����7�¤°{�
tc = 0

 �����õâ°{�:���,���7�×���¤°{�
τ
���!�����u���C�Q�J°×�����f���N��£

�7�Q�¤�7°{�¤���A�Q���Úü"�N��� ó �Ú���æ�7�Q�7�1�C�'�Ü�7�x�7���¤���N���N�7�^���@°{�J°×�Q�f�Î���Ô�7�¤°{���1�!�N°×�
τ
����÷��Q�Üø1�����æ�1�J�7�Ú���ÚüJ�düA���¤�	�C�C 

�D�J���A�Ý���Q�7�7�	���]÷o�C �����õ¬���C£f�%���Nü��·üA���N���C�Q 1�D���<�D�J�,�C�,�����]÷o�Q�����<�7���¤�<�7�Q�¤�7°{�¤�Ü���'���Nü"�Ú�����C�J�,�7�Q�7�1�J��õ����7�×�����¤�,�
�����'üJ�C�f�7�î�7�Q�¥�����%���Cõ�øf�����N°×�

τ
 "�7���C�±�7�����Q�J�7�,�C�,���J�	õ��¤��£Ü�,���A���N�,���N�:���¥õ	�¤�,�7�7�Nø��	���N�J���ª���,�<�D���	�Q���N�J���Ô�����7���

��ø��,�J�¤�	�7�düA���¤��� |τ | �A�ª�7�¤°{� τ
 @���������¤�f���Qõ ���	���¤���C���7�N�¤�Q�.�,�7��õ��¤�Q�C�Nú32 û �]ú ñAû �t�Î�¤�.�,��� ó �ö�N� `�����g"j@|}i��54

���¥�%�Ü�7���u���,�7�"�C�¤�A���Qõô�7�Q�¤�,°×�N�×�A�Q���Úü"�N�������,���Q�C�Qõ��døf�æ�����×�7�C�Ú�^���,�C���N�¤�:�%���¤�������!�å£J�C���Q���A�7�¤��£¬õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�
�����A�C�C��°×�¥�A�o�"�N��£��QüJ�Q�f���C 1�����Î�,�C�N�^�t�C�J�	�7�¤�Z���Q���Q�x���}�����Î���,���Q�C�,���7�Qþo���¤�,�¤��£{���å�'«��1�J���C�f�7�^�����D�J�,° �D�J�î�7���
£J�C�	�C���%���¤�	£{õ	�¤�,�7�7�Nø��	���N�J���}�t���A°×�J�	�o�7�î���ü"�¤� ó �¤��£���	�Ü�A�C�C��°×�¥�A�o�"�N��£��7�C�N�7°{�¤�Î���'���Úü��Ú�������í���7�Q�^�%«	�A�7�¤�J�
���â�Qþ"�	�¤�¤�Nø��7�N��° ���Î�������,�C�N�7°{�¤�6�Q�J���� �����õ~�7�����C�J�,�7�Q�7�1�J��õ��N��£ �,�]�%���¤�Z���N�:���<õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�

p(τ)
�:��� ø1�

�Jø	�����¤���Qõâ�D�J�7°×���¤�Ú�ôøf� ���,�¤��£��7���¬�	�7�¤�	�C�¤�	�¤�u���������x°×�%«��¤°×�����Q�f���7���o�
S = − ∫

dτ · p(τ) ln p(τ)
� ���

�J�7õ	�C�î���d�D�	�¤�N�×�]�¥���7���Q�7�C�,���C�.�7���¤�í�A�7�7�"�C�¤�A���Qõ��7�Q�¤�7°{�¤�.���Q�7�Nü"�N���� ¥�d°×�C����üA���¤���
t′c
���@�Ú���îõ��	���A�7�¤�J��°×�:�uø1�

�¤�f���,��õ	���C�Qõ�  ó ���C�,�
t′c
°±�:� ø1�±ü"�¤� ó �Cõ �A��¢�]�¥���7���Q�7�C�,�¤�,�7�¤�u�,�:���N�×�7�¤°{���§�ª�ô�Z�]����õ����7õâ���,���Q�Cõ��	�7�±�7���

���Q°×�1�J���A�����7��ø¥��ø��N�¤�N���{õ��N�,�7�7�¤ø	�	���N�J�

p(τ) = αe−α|τ | , α = 1/t′c
7 �98

�¤�í�Jø	�����¤�	�Cõå�,���7���¤£��o�,�D�J� ó ���,õ��N�� q���!�����·£J�C�	�C���%���¤�	£×õ��N�,�7�7�¤ø	�	���N�J���D�J�!�����·�7�Q�¤�7°{�<���C�Q�J°{�¥���f�"�¤��£×�×°×���¤�
�7���"�]÷q�¬���ö£J�C�	�C���A�E }�7���±�]���������'���Q�7�¤�Z���N�{�7�¤°{�

t′c
°±�:�æõ��Q���Q��õX�����Ü�J���Ú�æ�J�ö�7���±���A�����,�×�A�î�����×�7�Q�¤�7°{�¤�

�7�J�	�7�C�{���	õæ�7����7�Q�¤�,°×�N�1�C�J�	�� yø��	�·���N�7���J���7���°±�A£J���N�7��õ��d�A�ª�7���°×���¤���,�����]÷q��©.�����	��������Q���¥����õ� 
�����õ	�¤�,�7�7�Nø��	���N�J�§�����7�������C�Q�J°{�¥���f�"�¤��£��'üJ�C�f�7�Ü�C���æø���Jø��]���N���Cõ�õ��N�7�Q�Q���Ú�¬�D�,�J° 7 ¨ 8 �N� `�����g"j@|}i�� �  
øf�x�'«��¥����õ	�¤��£{�����Î���Q°×�1�J���A�����7��ø¥��ø��N�¤�N���±���³�7���·°±���N���7���"�]÷o�.�¤�x�1� ó �Q�7���A� |τ | �¤�x�����·���C�N£J�oø������7���"�"õ�����Î°×���¤���7�	���]÷ ó �Ú���{°×�C���×�,�C�Q���7�,�C���Q�����N°×�

tr
���t�Ô�¤���:�A�,�����·�7�Q�<�7�¥�A�ª�7�Q���^���Q�¤��£

t = tr
øo�

t = tr + |τ |�¤� 7 ¨ 8   ó ���Q�7� |τ | � tr
 @�����{���N°×��õ��N�,���,�¤ø������¤���

p(τ) ∼ (1 + |τ | /tr)−2 ∼ e−2|τ |/tr
�:���öø��×�'«"���7���Q�7�Cõ

�D�7�J° ���	���¥���¤��õ��¤�Z���7�Nø��	�7�¤�J�� ����!�Q�J�7�,�C�7�1�J��õ	�¤��£d�7�d�����Î���Q�C�J°{�¥���f�"�¤�	£�7�C�N�7°{�¤���A�Q���Úü"�N���J�³�t�!�D�J�¤�N� ó �ª���¥�%�
�¥���7��°×�'���Q�

α
�¤� 7 �(8 �¤�·£J�ÚüJ�C�öøf�

α = 2/tr
 ����	õô�����×�]�¥���7���Q�7�C�7�N�,�7�¤�����¤°{�

t′c = tr/2
  ó �	�C�7�

tr
�¤���7���

°×�C���x�7�Q�C���,�C���Q�·�7�¤°{�����@������°×���N���7���"�]÷q q���!£J�Nü��C�x�¤� `��!��g"j}|@i:� � ���¥�J�î�¤���7£J��ü��A�¤���Q�!���}�7�¤°{�
tr
�7���

õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�¢���Ô�7���{���C�Q�J°{�¥���f�"�¤��£x�Qü��C�f���Ü�¥���·���¤�J�	£u�]���N�E �ø����·�7�����C�J�,�7�Q�7�1�J��õ��N��£����¤°{�d���,�Jø¥��ø	�¤�¤�Ú���
�¤�·üJ�C�Z�X�N� ó �¢���X�C�J�f�7�����Z�: ����	�����C��°×�¥�A�o�"�N��£§�7�Q�¤�,°×�N�±���'���Úü��Ú��� �C��õ��þo���N�]÷o�N�æ�D�J�L�,°±�A�¤��°±�A�¤�ô�,���"�]÷"�Q 
�]�¥���7���Q�7�C�7�;�C�Qõ¬øf�å��7°×���¤�1üA���¤�����A�}�7���Î°×�C���x�7�C�Q���7�,�C���Q�Ü�7�¤°{�

tr
�

�t�.�N���7�	� ó ���N� `��!��g"j}|@i:�<4 �7�¥�A�������d�,�C�Ú�^���7�Q���¤�N�:�A�7�¤�J���	�7�"�C�C�,�������7���d£J�Q���C�7�A���N��£±õ��N�,�7�7�¤ø	�	���N�J�¬£��NüJ�Q�
øf� 7 �98 �¤�C��õ��ª���L�7���.õ��N�,���,�¤ø������¤���

P (τ) = α/(eα|τ | − 1)
�D�J�ª�������7�C�N�7°{�¤���QüJ�Q�f���<���C�Q�J°{�¥���f�"�¤��£�Ü°±�)ý,���

�:���Z����þo�¥�A÷���  ó ���¤�]�s�¤�×©.°×���7�E���d�¤� ó
P (τ) = 1/ |τ | �D�J� ατ � 1

�s�t��°×�:�âø1�å�/«"���C�	õ��Cõl�7�
τ → ∞���

P (τ) = τ γ−1
c / |τ |γ   ó ���Q�7� γ = 1+ ����õ

τc

�N�x� �N� ó �Q�Z��ø1�J���	õÿ�Q�	���-=}�>�!���¤���,�C�,���N�å�¤�uüA���N�¤õ �N�
£J�C�	�C���A�E ¥�D�J�<���f�@?¥���N�7�Ü£��C���Q���A�7�¤��£{õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�

p
 1�7���·� ó �uõ��N�,�7�7�¤ø	�	���N�J�

p
����õ

P
ø��Q�¤��£{�¤�f���Q�Z�t�7�C�¤�A���Qõ

øf�±�����N�C�Q�5�ª�����A���,�D�J�,°¬���!���¤�ª�7�Q�^�A�7�¤�J�	�7���N�{�	�7�3ü"�¤õ��Q�î���N�7�d�Î£J�Q���C�7���¤�;�C�Cõu©.°×�J�,�E�����^� ó   ó ���¤�]�u�N���¤���Q�¤��õ��Qõ
�¤� `��!��g"j}|@i:�A4 �X�!�Q�C�J�,õ��¤��£��7�ô©.°{�J�7�6�5�Ü�^� ó  ������å���Q�C�J°{�¥���f�"�¤�	£��QüJ�Q�f���u�A�7���C�����C�Q�o�7���A�7�Cõs�¤�X�7���
���C�N£J�oø������7���"�"õö���Ô�����×�¤� ó �C�Z�tø�������õ �C�	�7�-=

τc
���t�Ü°×�N£J�f�·���¤�,�¬ø1�{�������Qõ� ��A�C�C���7õ��N��£å�7��©.°{�J�7�6�5���¤� ó  

���¥�%�í�"�	°dø��Q�
n
�A�����,�7�"�C�¤�A���Qõå�,�C�N�7°{�¤���Qü��C�f����£J�"�C�!�¤�N÷��

dn/dτ ∼ 1/ |τ | �Nú ò   �9BAû
©.°×�J�,�E���î�^� ó ���7�,���Q�^�A�7�Cõ����{õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�

p(x)
�:�A�¬ø1��ü��N� ó �Cõ¢��� � �C�J�	õ��N�7�¤�J���Qõ � øf�������Î�J�,�¤£J�N�¥���1���7��ø��

��ø��N�¤�N���±õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�
p(x)

�î���¢�,�×�U���<���í�����·���,�C�7�Q�f�.���,���Q�Cõ����,�L�Q�J�f���C°{���¤�A���Q���,���]�§�C����õ��N�7�¤�J�	�Cõx���7��ø��
��ø��N�¤�N�7�¤�Q�C q����õ§���7�,�¤£J�������7��ø¥��ø��N�¤�N�7�¤�Q�î���×�7���L�D�,�Cþo���C�	�C�¤�Q�.�����"�C�Q���7�,�C���Q�� ��Ú��°{�¤£��o��ø1�L���A�¤õ¬�7�¥�A���N���¤�����
�¤�N�¤���Z�����%���¤���±���@�����·�î�:���C�7�¤���x�����Q�J�,���A�����,�Jø¥��ø��N�¤�Ú���¤�Q�C�
� õ	�¤�,�7�7�Nø��	���N�J�·�7�¤°{�¤�¤�����7� 7 �(8 �	�J�¤õ��}���N�7���D���y�7����õ	�;=��C�7�Q���C�Ô�¤�·°±�A£J���N�7��õ��������7���î�A�7�7�"�C�¤�A���QõL�,�C�¤�,°×� ó �N�7�
�7�Q�7�1�C�Q�����L�7���.°×���¤�{�7���"�]÷q������õ��C�Qõ� ��Ú���N� ó �C�¤�Â��÷o��� ó ��ú �J�Cû �/ú �:òAû �����A���7���.õ��N�,���,�¤ø������¤���×�N�±°×��£J���Ú����õ��

M�7�C��õ��
P (M) = βe−βM   ó ���Q�7�î°×��£J�	�N���	õ��

M
�N�³�,�C�^�%���Cõ·�����7���î�,�C�¤�C���7�Qõd�7�Q�¤�,°×�N���C�	�C�7£A�Løf�d¦Î�	�7�C�oø1�C�7£%�

¯<�N�]�f���C�±�7�C�¤�A���N�J���,���¤�
lnE = a + bM

�DCª���¤�	�C�
a ' 10

����õ
b ' 3.5

°×�:�lø1����õ����	���Qõ �D���±�����Q�7�
�¥���7��°×�'���Q�7� 7 ���.�Q�J�7�,�C�7�1�J��õ	�¤��£±�7�u°{��õ��Q���A�7�L�A��õ��,�7�7�J��£±�:���Z����þo�¥��÷A�C�

5.8 < M < 7.3
 ��D�J�<�C���Q�7£��¢�¤�

E 8  Nú � ® û�ó ���N�]� �¤�:�AõX���
β ' 1.17

ó �N���	�¤�X���	��°×�"õ��C�ª�������Q�C��°d�	�^�A�7�¤��£§�,�C�N�7°{�¤�u�Q���C�,£��X�N� �§�¤�"�:���N���C�Qõ



���� !"$#�%9')�+*�"F,G.�� 

�7�Q�¤�7°{�¤���7�J�	�7�C�A�¤ú � ¨ û �!���¤��üA���N�����N���N�u�U���¤�Ô��£J�,�C�C°{�C�f� 7
β ' 1.38

8ªó �N�7�±���	�.�C°{���¤�,�¤�C���qõ¥�A�]��A�¥���N���Q�Cõ�øf�
�������,�C�Q���7�,�C���Q�·�,�C�¤�A���N�J���7�	�¤��ú � ®f  � 2 û

ln N> = − ln t0 − βM
  ó ���Q�7�

N>

�¤�Ô�������o��°dø1�C�!�A�}�C���,�7��þo�¥��÷A�C�
���Q�������N���7�¤°{� ó �N���{°×��£J���Ú����õ��!£��7�:�%���C���7�¥���

M
���¥�J�ª�·°×���¤���,�����]÷�A��°×��£J���Ú����õ��

M0

���	�����,�Jø¥��ø	�¤�¤�Ú���
õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�¢�:����ø1� ó �7�Ú�7���Q� ��� ∼ e−βme−βM   ó ���Q�7�

m = M0 − M
�¤���7���õ��;=��C�,�C���Q��¤��°×��£J���Ú����õ	�

ø��'� ó �Q�C�¢�7���Î°±�A�¤�x�7���"�]÷x����õ¬���¬���C�Q�J°{�¥���f�"�¤��£��7�Q�¤�,°×�N���QüJ�Q�f�.���}°±�A£J���N�7��õ��
M
�ª�t�<�¤� ó �J�,�7�¬���A���¤�	£

���¥�%�·�7���¤�.�U�A�Q�����7���C�A���N�J�����Ô���7��ø¥��ø��N�¤�N�7�¤�Q�.�C�J�,�7�Q�7�1�J��õ��Î���å�î�:�J�Q�Ü�7���C�J�Z�æ���Ô���7�Jø���ø��¤�N�N�7�¤�C�Q �����õ� @�N�������N�
�7���N�7�Ú�: ª����õs���,�7��°{�¤��£��7�¥�A����	�å°×���N�X�7���"�]÷â�¤��N���C�N��õ��Qõs�N�X�����å���,�7�"�C�¤�A���Qõs�,�C�N�7°{�C ª���C£f�%���Nü���ü��A�¤���Q�
°d���Z�{���¤�,� ø1�x���N�¤� ó �QõX�D�J�d���	�å�Z�]�A�7�¤�Z���¤�C���ÔüA���,�^��ø	�¤�

m = M − M0

  ó �	�¤�]� �¤�C��õ��d���
βe−β|m| �D�J�L�7���

õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J���N�×°×��£J���Ú����õ	�<õ	�;=��C�7�Q���C�A 	�A�Ô�,��£J£J�Q�,���Qõu���,�Qü"�¤�J�	�7�N���¤ú �3ðAû �t�Ô°±�:�{���N�7�·ø��<�����7�Cõ{���¥�A�Ô�7�	�]���
õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J���C���åø��Î�Jø	�����¤�	�Cõxøf�������·���7�N���C�N���¤�����}�7���·°±�%«��N°±���1�C�f�7�7�J�f�å���

β ′e−β′|m|  q����õ� ¥�,�¤���Q�������N�
���7��ø¥��ø��N�¤�N����°d���Z�³ø1�Ô�Qþo�¥���o���í�����ª���7��ø¥��ø��N�¤�N���������7���Ô°×���N�·�,���"�]÷Ü�%�

m = 0
 A�N�y�D�J�N�¤� ó �

β ′ = β
�}���������	�C�

�Jø��,�C�,üA�A�7�¤�J�æ°{�¤£J�f�·���N�7��ø1����¥�A�Ü���,�7�"�C�¤�A���Qõ �,�C�N�7°{�·õ	�å�D�J�N�¤� ó �������7��°×���/«	�1�J���Q�f���^�A��õ��¤�Z���7�Nø��	�7�¤�J���N�
°±�A£J���N�7��õ��Q�!�¤�¤÷A�.����� � �7�C£����^��� � �:���Z����þo�¥��÷A�C�Q�
�t���¤� ó �J�Z��� �����7�¤��£¢�7�¥�A�C ªøf�ô°±��÷o�N��£§���,�å�A�<�7�����'«��1�J���Q�o�7�^����õ��¤�Z���7�Nø��	�7�¤�J�ö�¤�â°×��£J���Ú����õ��×õ��;=��C�,�C���Q�
����õs�����x���Q°×�1�J���A�îõ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�â£��NüJ�Q�løf� 7 �(8  ª�7���x���¤°{��õ��Q���Q��õ��C�	�C� |m| = (α/β) |τ | �N���Jø	�]�A�¤���Qõ� �J�

dm/dτ = α/β
 y�J�Q }�Qþo���NüA���N�C�f���Ú�J ������{���N°×�õ��Q���Q��õ��Q���C�

M = M0 − (α/β) |τ | �����7���×°×��£J�	�N���	õ�������������A�C�C��°×�¥�A�o�"�N��£��7�Q�¤�7°{�C ��7�����¥�%���N��°±�:�¬ø���Q�,���N°±�%���Cõ§�7�¥�A�.�7���¤�.���7�,���Q�^�A�7�Cõ��7�Q�¤�,°×�N����Q�7�Nü"�N���å�N�
�'«"���N���Q�<�N�x�7�¤°{�

τ0 = βM0/α = βM0t
′
c

������õ��Q�7�Q�7�¤ø1�Cõ¬��ø1�3üJ�� ¥�D�J�í�,°±���N��üA���N���C�í���
m

7 |m| < 1/β
8 �����

õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�×�¤�u°×��£J�	�N���	õ���õ	�;=��C�7�Q���C����ø��'���Ô�������7��°×�.©.°×�J�,�Ú�E�����1�<�^� ó ∼ dm/ |m| 7 �������¤� ó �Q�îø1�J����õ�C�J�,�7�Q���J�	õ��¤��£.�7�
mc = (α/β)τc

8 �H�!���!°{�:�A�õ��;=��C�,�C���Q�<�N�°±�A£J���N�7��õ��
m̄
üA���	�¤�7�	�C���D�J�³�7���!õ��N�,���,�¤ø������¤���

βe−β|m|
7
m̄ = 0

8  	�7���Ú�!�¤�î�,�:���,�J�¥��ø	�¤�.����Q°×�	�¤�3�×�7����õ��N�7�1�C�7�,�¤�J�
δm = ( ¯m2)1/2 =

√
2/β

���í�°×�C���7���,�
���@�����·�:üJ�Q����£J�·õ��'ü��¤�A���N�J���¤�x°×��£J���Ú����õ	�C�î���}�����·���Q�C�J°{�¥���f�"�¤�	£�7�C�N�7°{�¤�Î���'���Úü��Ú���J� ï �	�]�§���x�C�Z���N°±�A�7�¤�J�
�¤�����¤�,�×�Q�J���,�¤�,�7�C�f� ó �Ú���¬�7���Ü���7�,��°×�����¤���¬�����A���7���d�A�7�7�"�C�¤�A���Qõ¢�,�C�¤�,°×�N�·���Q�7�Nü"�N���x�,�C���,�C�7�Q�f�Î�±�7�Q�^�%«	�A�7�¤�J�
�7�Q£J�¤°{�L�����7���d�,�C�¤�,°×�N�d���'���Úü��Ú���J�·¡¢�A÷"�N��£u���,����

β ' 1.17
�7���LüA���N���

δm ' 1.2
�N�.�Jø	�����¤���Qõ�  ó �	�¤�]���¤�

�7��£�£J�C�Z���Nü��Ô�D�J�y���	���o��°{�C�7�N�:���füA���N���Ô�N��õ��N�:�A�7�Cõ·øo�Ü�î�%�������³�Q°×���N�7�N�:���J�¤� ó �¤ú �3ñAû �l�,�¤°{�¤�¤�������¥�A�N�"�7�N�C )�����J�	£J�
�J���{õ��;=��C�,�C�f�.�Q�J���C�Q�	�������³ø¥�A�7�¤�Q  ó ���.°×��õ��·�7�Q�C�Q�o�7�N�å�D�J�í�����L���C�Q�J°×�����f���N��£u�,�C�¤�,°×�N�·���Q�7�Nü"�N�����¤ú�� B  I� �Cû
�t�<�¤� ó �J�,�7�¬���A���¤�	£d���¥�A�!üA���,�^���	�C�

δm =
√

2/β
���Q�C���,�<�N�����¤°{�

τB = (β/α)δm =
√

2t′c
�

�!���Îõ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J���N�x�C���Q�7£����C���åø�� ó �7�Ú�7�7�C�å���:ú5®� q¨ û 7 �7�Q� `��!��g"j}|@i�� � 8

P (E) =
r/E0

(1 + E/E0)1+r
,

7 � 8

ó ���C�,�
E0 = ea �N�<�7���Ü�7���7�Q�7���J�Nõ¢�Q���C�,£��å�¤�¬�7���L¦Î�	�7�C�oø1�C�7£%��¯í�¤�]�f���Q���7�Q�^�A�7�¤�J�	�7���N�� ¥����õ¬�����·�¥���7��°×�'���Q�

r
õ��C�1�C��õ	�.�J�¢�7���L�¥�%�����,�d����õ¢£J�C�J°{�Q�7�,�x���³�����Ü�7�C�N�7°{�¤�·�7�J�	�7�C�A�KJ �Ú�����N�¬�7���L°{��õ	�C�y�������Q�C��°L���^�A�7�¤��£

�7�Q�¤�7°{�¤�L�C���Q�7£��¢�¤�æ�u�¤�"�:�A�¤���Q�Cõ§�,�C�N�7°{�¤�Ü�D�"�C�	�.�����düA���N���
r = 1/3

�¤�Î��õ����	���Qõ§�D�J�����	�¤���¥���7��°{�Q���Q�C�Ü�¥�J�
�^���,£J�.�Q���C�,£J�¤�Q�C 1����õx°×��÷o�¤��£���,�Ü�A�}�7���Ü¦Î�	�7�C�oø1�C�7£%��¯í�¤�]�f���Q�<�,�C�¤�A���N�J���7�	�¤�

E/E0 = ebr  ������Î°×��£J���Ú����õ��
õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�

P (M) = βe−βM �N�Ô�Jø��]���N���Cõ{�,�7�����N£J�f�7�D�J� ó ���,õ��N�L�D�7�J° 7 � 8   ó ���Q�7�
β = br

� ï �¤°{�¤�¤���³�1� ó �Q�Z�
�^� ó õ��¤�Z���7�Nø��	�7�¤�J�����¤���C�	�C�7£A���¥�:üJ�Ü���¤�,�ø��Q�C�å�Jø	�����¤���Qõx�7�C�Q�C�f���Ú�J ¥øf�����,�¤��£�7���L�}�7���¤�N�!�C�f���,�J�f�J�Nú3�F� û �!���
õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J� 7 � 8 �C���±�A�¤�7��ø1� ó �7�Ú�7���Q�{���

P (E) = (rEr
0/E

1+r)(1+E0/E)−1−r   ó �	�C�7�!�7���!�U���Q�7�J���¤�d�7���?¥�7�Z�ª�¥�����A�o�7���C�,�¤��°×�:�dø1���A�7�7�N£J���Qõ��7�Î�C���Q�7£��
Emax

���1�����!°×���¤��,�C�N�7°{�¤�î�,�����]÷q  ó ���¤�N�����	�î�U���Q�7�J���¤�d�7���
�7�Q�C�J��õö�¥���7���f�����Q�7�¤�·°×�3�§ø��×���7�,�¤£J�	�Cõæ���å�C���Q�7£��

ε = E
�C�J�,�7�Q�7�1�J��õ��N��£å�7�å���X���Q�C�J°{�¥���f�"�¤�	£å�,�C�N�7°å�

ï ���]�â�A�X�����	�7�:«��¤°×�A���N�J�æ�¤��üA���¤�Nõæ�D���Ü�Q���C�,£��
E
üA���N���C�·�C�N�J�7����å�����×�C���Q�7£��

Emax
 ³����õX�A�C�C�����f���Ü�D���

�����.�U�A�Q�î�7�¥�A�: 	���C�Q�J�7õ	�¤��£d�7�d������°{��õ	�C�1���}���C�Q��°d���¤�A���N��£d�7�Q�¤�,°×�N���C�	�C�7£A�J ��Qþ"���A���N�J� 7 � 8 �7�Q�D�Q�7�î�7�°×�C���
üA���¤���Q�×�A�.�C�	�C�7£A�J�M�!���N�×�	�7�"�C�Cõ	���7�¬�7�C�ZüJ�Q�����¤�,�����ôõ	�¤�7�Q�f�]����£��¤�������¬���Q�C�J°{�¥���f�"�¤��£ �7�Q�¤�,°×�N�¬�A�Q���Úü"�N���
�D�7�J° �7���{°±���N�ö�,���"�]÷1 ³����õX�N�¤�N���,�7���A�7�C�Î��£f�A�¤�������±�î�:�J�Q�7�^�A�ô�����Q�J�,�æ�A�!���7��ø¥��ø��N�¤�N�7�¤�Q�C�{���X��õ�õ	�N���N�J�� y�N�
�¤��Q�J���7�N�,�7�C�f� ó �Ú���â���	�¬�%�D�J�7�/���7�C���]���Qõ �Q�J���C�N���7�N�J�X�����A�������å���,�7�"�C�^�%���Cõ �,�C�¤�,°×�N�����'���Nü"�Ú���X�¤�£��)ü��C�,���Cõ
øf� �7���{����°{�×õ	�¤�,�7�7�Nø��	���N�J�æ�¤� °±�A£J���N�7��õ��Q�Ü�A�Ü���	�×°×���¤� ���'���Úü��Ú���J�x©.� �����{�����	�C�L������õ� @�����{�7�Q�7���Ú���¤�	£
õ��C�Q�J°{���J�,�N�7�¤�J�·�¤��õ	�¤�:�%���C�@���¥�%�³���	���,���A���N�,�7�¤�:�A�oüA���,�^��ø	�¤���C�J�,�7�Q�7�1�J��õ��N��£������C���Q�7£��·�D�J�}�7���î�A�C�C��°×�¥�A�o�"�N��£
�7�Q�¤�7°{�·�¤�·���Q�7�¥���N�N�

x = 1/ε
 }�,�å�7�¥�A�·����� � �C�	�C�7£A� � õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�§�D���Î�7���×���7�,���Q�^�A�7�Cõô�,�C�N�7°{�¤�{���Q�7�Nü"�N���



ò ���! !"$#&%(')�+*�"-,/.��

�:���åø1� ó �,�N�,���C�xõ�� ó �¬���
p(x) ∼ (1 + E0/ε)

−1−r = exp[−(1 + r) ln(1 + E0/ε)]
 ��J�Q G?¥�¥�A�¤�N�� 

p(x) ' Eo(1 + r)e−(1+r)E0x , x = 1/ε .
7  8

�t��°×�:�ø1�<�	�����Qõ×�����A�������N�ªõ	�¤�,�7�7�Nø��	���N�J���¤���7�N°×�N�^���@���Î�����<�'«��1�J���Q�o�7�^���qõ��N�,�7�7�¤ø	�	���N�J�����N�{�7�¤°{�!�J��°±��£����Ú�
����õ	�� ��A���Q�J�7�,�C�7�1�J��õ	�¤��£±�7�u�{�,�]�%���¤�Z���N�:�����Q���7�Q°dø��¤�L�A���Cþo���¤�Nø��7�N��°å  ó �N���¢�×�]�¥�A�����'���C�,�¤�Z���¤�·�7�C���¤�Ü�C���Q�7£��
(1+r)E0

�³�Ô��Q�J°×�����7�N��£ 7  8 ����õ 7 �(8 �7���î���N°×�îõ	�C�1�C��õ��Q���C�
ε = (1+r)E0t

′
c/ |τ |

�¤�³�Jø	�]�A�¤���Qõ{�Z���7���¤£J�f�Z�
�D�J� ó ���,õ��N�×�D�J�î�����Î�,�C�¤�C���7�Qõ¬�Q���C�,£��J q�J�î�7���Î���A�7�

dε/d |τ | = −(1 + r)E0t
′
c/τ

2
7 òN8

���î�7���u�C�	�C�7£A�ô�,�C�¤�C���7�QõX�¤� �����±���C�Q�J°{�¥���f�"�¤��£§�,�C�N�7°{�¤�×���Q�7�Nü"�N����� ï ���]�s��� ∼ 1/τ 2 ���^� ó �,�C�Q°×�L�7�§ø1�
�7���	���J�Z���Qõ�øo�¢�C°{���¤�,�¤�C����õ¥�A���	�¤ú ò   �9BAû ï �¤°{�¤�¤���7�Ú�J ��7���L°×��£J���Ú����õ	�Lõ��Q���Q��õ��C�	�C�

ε = (1 + r)E0/β |m| ��������{�7�Q�¤�C���7�QõX�C���Q�7£�� �N�·��ø	�]���N���Cõ� �����õô���â©.°{�J�7�Â�t���"�1��^� ó ∼ dx/x ∼ −dε/ε
�D���·�,°±�A�¤��üA���¤�	�C�·���

x7 �¤���7£J�düA���N���C���A�î�7�Q�¤�C���7�Qõö�Q���C�,£��
ε
��t�Ü°L���,�·ø1�{�Q°×�	�¥���7�;�C�Qõ �7�¥�A�·õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J� 7  8 �¤�������N�¬ü��A�¤�Nõ§�D�J�

�7°×���¤�1üA���¤���Q�í���
x
�

���u�C�����C�N���7�N�J�� o�N�ª°×�3��ø1�<�����Nõ×�����A�!©.°{�J�7�6�5��õ��N�,�7�7�¤ø	�	���N�J�����¤�{���N°×�A f°±��£����N�7��õ��<����õ×�C���Q�7£��×�¥�:üJ��ø��Q�C�
õ��C�,�Nü��Cõu�D�J�ª�����.�,�C�N�7°{�¤�����Q�7�Nü"�N���×���Q�C�J°{�¥���f�"�¤��£d�L°±�A�¤�{�7�C�N�7°{�¤���7���"�]÷q�ª�t���¤�Ô�7��� ó �u�����A�<©.°×���7�E�����^� ó
���7�N�7�Q��øf���{°×�Q�]�¥�����N�7° �����7�Q�N�^���,�C���N�¤�C�A���N�J�x���ª�±£J�Q���C�7�A���N��£±õ��N�,�7�7�¤ø	�	���N�J�� 1����õ§�7���L�,�C�N�^�t�C�J�	�7�¤�Z���Q���Q�¬���
�����N��°{�C�]�¥���	�¤�7° �7�Qþ"�	�¤�7�Q�ª����'«��1�J���C�f�7�^�����¤� ó �D���������N��£J�C�	�C���%���¤�	£�õ��¤�Z���7�Nø��	�7�¤�J���O�!���!� ó �Îõ��¤�Z���7�Nø��	�7�¤�J���
���7���¤�f���Q�Z���,�C�¤�A���Qõdøf������¤�Q�C�������7�����,�D���7° ó ���¤�]����,�3ü��Nõ��C���A�¤�7�.�.£J�C���Q�����N���Q�Cõd�D�J�,° ����©.°{�J�7�6�5�}�^� ó �P�!�N°×�
õ��C�1�C�	õ��C���Q�����������L°±��£����N�7��õ��C������õ§�7���d�7�Q�¤�C���7�Qõ��C���Q�7£��¢�¤�¢�7������Q�C�J°{�¥���f�"�¤��£±�7�C�N�7°{�¤�L���Q�7�Nü"�N���¬���,�
���¤�,��£J�Nü��C���

Q �GR!���!S ����TVUXW ���Ô�� 

�!���{���	�7���J���¤���N��õ��Qø	���Qõ �7�x�7���°{�C°dø1�C�,�����Ô�7���������,�7�N�7�	������������,�7�����Ü���f�"�7�N�C�C ³¡¢��£����7�Q�¤�'�������]�¥�A�7�C�Z�
�D�J�!�C�	�¤�¤£��o�7�C���N��£õ��N�7�C�	�7�7�N�J���Q�

Y[Z@Z]\_^@`badc e

Q W �fT��������!
������VW ����
��	���gUl�������GU�� �Z� 
 ���!��
����ih���T  "���� GW ���§�]�!���� $j�k �� f�"���ml.�í�	�����
���onq����U�����
��Pn ��
������gpî��
�R��� 

�!���{¦��	���Q�"ø1�C�,£A��¯í�¤�]�f�7�C�.�,�C�^�%���¤�����7���N�
ln E = a + bM

�¤�fü��J�Nü��C�Î�u�7�C���¤�L�C���Q�7£��
E0 = ea  ��7�u�7�¥�A�.�7���

�7�Q�^�A�7�¤�J���,���¤�Î°×�:�·���¤�,���,�:��õ
ln(E/E0) = bM

 J�J�
E/E0 = ebM �³�t�q�!üJ�J�N��°{� ∼ R3 �¤�@���7�Q�7�Nø��QõÜ�����C���Q�7£��

E
  ó ���C�,�

R
�¤���±�]�¥���7���Q�7�C�7�N�,�7�¤�d�7��õ��¤�	�C q�����Q�æ�u�7�¤°{�¤�¤���!�7�C���¤�Ü����õ	�¤���

R0

�7���J�	�¤õ§ø1����,�7�"�C�^�%���Cõ¬���±�7���
�����,�C�,���J�¤õæ�Q���C�,£��

E0

 @�N�:��õ	�¤��£u�7�
ln(R/R0) = bM/3

�q�!���C�,�×�]���������'���Q�7�¤�Z���N�{�7��õ��N�³�:�A� ø1�{���7�,���Q�^�A�7�Cõ
�C�Ú�����Q�.�����������/«��7�C�f�Ü�����������7�Q£J�¤����õ��¤�,�7���	�7�Cõ øf�§�������C���,�7��þo�¥��÷��Q�C�@�&=��C�'���C Nú���� O� ò�û �J�.�������	�{�,�¥�A�7�^���
�'«"���Q�f�����@���	�·�,�C�N�7°{�¤�.�D�"�C��� ó ���Q�7�Î�����Î�,�C�¤�,°×�N���C���Q�7£��u�¤�í���Q�C��°d�	�^�A�7�¤��£��
�t�¥�����î���C��°L���^�A�7�¤�J�·���¥�Q���C�,£��Ü�¤����,�C�N�7°{�¤�ª�7�J���,�C�î�N�³�]�¥�A�����'���C�,���Q�Cõøf�d�íüJ�Q�¤�"�C�N���

v

 ��7���C�L�7���î���,���Q�C�,�����
���C�Q��°d���¤�A���N�J�d���1�Q���C�,£���¤�d�7�¤°{�

t
�¤��£J�3ü��C�7�	�Cõ{øo�L�����!�Q�J�f���¤�o���Ú���d�Qþ"���A���N�J�

∂E/∂t = −vgradE
�}�¥�J���

�����Ú�D�J�7° �Q�J°×�	�7�C�,�7�N�J� ó �N�7�±���	�.����°{��ü��C�N���Q�N���
v
���¤�J�	£Ü���	�����	�7�Q�.�7�¥�%���^�A���Q���J�,õ��¤���A���Q�C �����õ��L�N���C���¤�;�C�Qõ

�D���Q���C ��7���¤���Cþo�¥�A�7�¤�J���C���æø�� ó �,�N�7�7�C� ���
dE/dt = 3v(E + E0)/(R + R0)

�L�¥�J���uõ	�;=��C�7�Q�f�Î£J�C�J°{�Q�7�,�
���y�������,�J���,�C�� ¥���!�dõ��;=��C�,�C�f�!�¥�%�����,�����y�����Î���Q�C��°L���^�A�7�¤�J�×���7�"�C�Q�7�Q ������.�U���'���J�

3
�¤�u�7���¤�î�Qþo�¥�A���N�J��°×�3�

�]�¥����£��� o�7�� o�N�d�����í�¤�f�7�C�7�Q�,���������,�C�7�Q�,ü"�¤�	£Ü£J�Q���C�7���¤�Ú���J J�Ú���¤���,�C���¤���C�Qõ�øo�
1/r

���¥�J�³�7���í���7�Q�7�Q�o�Ôõ��N�7�C�	�7�7�N�J�
r = 1/3

 ��N�Îø1�C�N��£xõ��C�,�NüJ�Qõ �D�,�J° �	���7�Q�N��£J�Q�J°{�Q���,�¤�d�,�:���,�J���Q� ï �N���C�
R/v = t

 @�������,�C�,���J�¤õ� ��J�Î�C�	�7�-=³ 



���� !"$#�%9')�+*�"F,G.�� ®

���N°×�
t0 = R0/v

�N�î���N�7�Ü�¤�f���,��õ��	�C�Cõ� ��,���]�����¥�A�ª���	�.�A�D�J�,���Qþ"���A���N�J�±�,�:��õ��
rdE/dt = (E +E0)/(t + t0)

 
ó ���J�,�Ü�,�J�¤�	�7�¤�J���N�

1 + t/t0 = (1 + E/E0)
r .

7 ® 8
�!���¤�L�¤�L�7���u�Cþo�¥�%���¤���â���<���C�Q��°d���¤�A���N��£§�,�C�¤�,°×�N�±�Q���C�,£��X�N�â�§�¤�"�:���N���Q�Cõæ�D���Q����C°{���¤�3���Cõâ�¤�ö������°×���¤�
���/«��C�
0��Q�

N0
ø1�Ü�7���L�o��°dø1�C�������C���,�7��þo�¥��÷A�C�.�����A��°×�:�å�����1�:���<�¤�¢�×�N�J��£����¤°{�

T
ó �N�7�§�×°{�:�A�¢�7�	�C�C�Q�7�,�¤�J�

���N°×�
t0 = T/N0

� ï �¤°{�¤�¤���7�Ú�J 
N = T/(t0 + t)

�¤�!���	�Ü�o��°dø1�C�<�����C���,�7��þo�¥��÷A�C� ó �Ú���¢�{°{�:���å�7�Q�C���,�7�Q���C�
���N°×�

t
�x�}������°{�Q�7�C�

1/t0
�:���öø���ü"�¤� ó �CõX���·�7���{�7�C�N�7°{�¤�Q�N�����7�A���A ³���	õö���	�{�D�,�Cþo���C�	�Q�ö�:���öø�� ó �7�Ú�7���Q�

���:ú��J® û
N/N0 = 1/(1 + t/t0)

 ¥�7����	�Î�7�C°{�����������	�7�Jø¥�Aø��¤�N�N���{�7�C��õ��

−dN/N0 =
1/t0

(1 + t/t0)2
dt

7 ¨ 8

�t�<�¤�!��� ó �C���,�±���{£J�Q�!�7���Îõ��¤�Z���7�Nø��	�7�¤�J���N���C���Q�7£��

P (E) =
r/E0

(1 + E/E0)1+r
,

7 2 8

øf� °±�A÷"�N��£X���,�æ��� 7 ® 8  �����õ �7����õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�l�¤� °×��£J���Ú����õ��Q�
P (M) = βe−βM �D�J���^���,£J�¢�Q���C�,£J�¤�Q�

7
E � E0

8   ó ���C�,�
β = br

 ��C°{���¤�3���Cõå�¤�������Î°×���¤�u�7�'«"�:�
¡¢��÷o�¤�	£¢���,�u���î�7���C�,�uõ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�	�Î�7����¦��	�7�C�oø��Q�7£A��¯<�N�]�f���C� � �"�C���,�7�C�	�C� � �7�C�¤�A���N�J���,���¤�

ln(∆N/T ) =
ln(β∆M/t0)−βM

�N�}�Jø��]���N���CõÜ�,���7���¤£��o�,�D�J� ó ���,õ��N�.�D���@�7�����7�A���
∆N/T

���¥�C���,�7��þo�¥��÷A�C� ó �Ú���L°×��£J�	�N���	õ��
�¤�æ�����×�����	£J�

M
���

M + ∆M
 �����õ �����{�,�C�C�	�7�C�	�C�u�,�C�^�%���¤�����7���N�

ln(N>/T ) = − ln t0 − βM
�D���Î�7���

���A�7�.���
N>

�:���Z����þo�¥��÷A�C� ó �N�7�u°×��£J���Ú����õ���£J�7�C�A���Q�Ô�7�¥���
M
�+�!�¤°{�<�¤� 7 ® 8 °×�3�{ø1��ü"�¤� ó �Qõ¬�A��������°×�C���

�7�Q�C���,�7�C�	�C�±�7�¤°{�
tr = t0e

βM  }�J�C @�D�J�·�:���Z����þo�¥��÷A�C� ó �Ú���ö°±��£����N�7��õ��������	£J�¤��£x�D�7��°
M

���
M + ∆M

 
�����L�7�C�Q���7�Q���C��7�¤°{�L�¤�

tr = (t0/β∆M)eβM �L�!���d���Q°×�1�J���A�}õ��N�,�7�7�¤ø	�	���N�J�¢�����,���]� � �7�Q£J���¤��� �  ��J�.°×���¤�
�7���"�]÷o�C  ó �N�7�¢�q?	«��Cõ¬°×�C���¬�,�C�Q�C���,�C���Q�Ü���N°×���C���¢ø1�Î�Jø	�����¤���Qõ¬�C���7�N�N�u���

(1/tr)e
−t/tr

  ó ���N�]�¬�N°×���N�¤�Q�!�
õ��Qü"�¤�A���N�J�

δtr = (t2)1/2 − tr = (
√

2 − 1)tr.

Y[Z@Z]\_^@`badc r

s ��������
����th���TvuwW ���	�&xD â��
!S 
��gT[yx���Z���zxU â�"��
��� "�]���W

0��Q�
p(x) = dn/dx

ø��.�{?¥���Ú����õ	�¤�,�7�7�Nø��	���N�J�±�3ü��C���7���.���A��£J�
x > 0

���!�	�.�o��°dø1�C�
dn0 = p0dx

���y�Qü��C�f���
���^�A�C�Cõô�A�d���7�¤£��¤��  ó ���Q�7�

p(0) = p0

 ³�C���Xø1�×ü"�¤� ó �Qõâ���Ü�7���±�o��°Lø��Q�L���!°×���N�ö�'üJ�C�f�7�C  ó ���¤�N������×�7�C�Z�
�����'üJ�C�f�7�C �õ��N�,���,�¤ø������Cõ¬�3üJ�C�

x > 0
 ��:���§ø1�Üü"�N� ó �Cõ�����ø��Q�¤��£×���7�"õ����Q�Cõ�øf�å�����Ü°±���N�¬�'üJ�Q�o�7�Î�A���±���A�7�

r(x)
 ¥�,���]�¬�7�¥�A�

p(x) = p0r(x) .
7 ðN8

ï �¤�	�C�������Î�'üJ�C�f�7�.���,�·�	���<õ��;=��C�,�C�f���¤�A���Qõå�A�����Q� ó �¤�,�Î�'«��C�Q�	�.øf�u�7���C�N�<�1�J�,�N���N�J�
x
 q�N�!�D���¤�¤� ó ���7�¥�A�<õ��N�,���,�Ú�

ø��	�7�¤�J�
p
�¤�í�A�¤�7�����,��õ	���C�Qõ¢�A�

x + y
øo�u�N���îüA���N���Î�A�

x
°d���N�7�¤���N�¤�Qõuøf�����A�7�

r(y)
 z�������

p(x + y) = p(x)r(y) ,
7 ñF8

�D�J�@���f�
x, y > 0

�!�!���¤�@�¤�@�í�7�C�Ú�^��£J�Q���C�7�A���N��£íõ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�� A�A��õL�Qþ"���A���N�J� 7 ñN8 �'«����,�C�7�,�C���í�7�Q�N�^���Q�J���,�¤�,�7�C���'�
�]�¥���7���Q�7�C���A��õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�

p(x)
�!�t��°×�3�å�A�¤�7�{ø1� ó �7�Ú�7�7�C�¬���

p(x + ∆x) = r(∆x)p(x)
  ó ���¤�]�¬�¤�:�Aõ��<�7�

dp/dx = (−p1/p0)p(x)
  ó ���Q�7� −p1 = p′(0) < 0

�N�����	�|?¥�7�Z��õ��Q�7�NüA�A�7�Nü��L���
p(x)

�A�.�J�7�N£J�¤���<�t�.�D�J�N�¤� ó �
�¤°{°×�Qõ��^�%���C�Ú�J î�D�,�J° 7 ðN8 ����õ 7 ñN8  <���¥�A�xõ	�¤�,�7�7�Nø��	���N�J�

p(x)
�¤��£��NüJ�Q� øo� ��� �'«��������C�f���¤�����^� ó

p(x) =



¨ ���! !"$#&%(')�+*�"-,/.��

p0e
−p1x/p0

  ó ���¤�]�ö�:���öø������7�����Z�D�J�7°{�Cõ �¤�f���¬�x���J�7°×���N���C�Qõ����7��ø¥��ø��N�¤�N���¢õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�
p(x) = p0e

−p0x �
�t�å°±�:� ø1��ü��N� ó �Cõ ���å�7���æ���7��ø¥��ø��N�¤�N��� ���L���Q�C���,�C���Q�ö���d���C�Q�J°{�¥���f�"�¤��£ �Qü��C�f���Q Î�J������� £J�C�	�C���%���¤�	£
���7��ø¥��ø��N�¤�N�����D�J�!�,���]�¢�'üJ�Q�o�7�C�
�!�����,�C�Ú�^��£J�Q���C�7�A���N�J�Ü�	�7�"�C�C�,���¤°{���N�¤�C�y�A�¤�7�<�����Ô�7�Q�N�^���,�C���N�¤�C�A���N�J�������7�����'üJ�C�f�7�C o�7���]�d�7�¥�A�@�����Ôõ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�
P (x)

 	£J�Nü"�¤�	£d���������A�]�����o��°Lø��Q�<�A�³�'üJ�C�f�7�
P (x)dx

�¤���7���Î������£��
x
���

x + dx
 ¥�Jø1�Q�"�!�����Î�,�C�^�%���¤�����7���N�

P (x) = p(x) + r(x)P (x) = p(x) +
p(x)

p0
P (x) .

7 �9BF8

�t�í�D�J�¤�N� ó �Ô���¥�A�íõ	�¤�,�7�7�Nø��	���N�J�
P (x)

�N�!£J�Nü��C�åøo�

P (x) =
p(x)

1 − p(x)/p0

,
7 �J�(8

ó ���¤�]�ô�¤�·�����¤�Q�C���Ü���7�����Z�D�J�7° ø1�Q� ó �C�Q�
p(x)/p0

�A��õ −P (x)/p0
�@}��¤�Z���7�Nø��	�7�¤�J�

P (x)
���·£J�Nü��C�Xøf� 7 �J�98

�C�J�,�7�Q�7�1�J��õ��.�7�����¤�y���	�d�Qü��C�f���Î£J�Q���C�7�A���Qõ �N�¢���	�d���7�"�C�Q�7�������	�7�"õ����C�N��£x���Q�C�J°{�¥���f�"�¤��£±�QüJ�Q�f���Îøf�¬�7���
°±�A�¤�¢�'üJ�Q�o�7�����^�A�C�Cõ§�A�

x = 0
���t�.�¤� ó ���,���¢�������N��£±�7�¥�A�

P (x)
�¤�<�7�N��£J���¤�����A�.�J�,�¤£J�N���í���f���7�"õ����Q�¤��£×�����

�'«��1�J���C�f�7�^����õ��N�,�7�7�¤ø	�	���N�J�
p(x) = p0e

−p0x �¤� 7 �J�98Ôó �Î£J�'�

P (x) =
p0

ep0x − 1
,

7 � � 8

ó ���¤�]�¬�¤�<©.°{�J�7�6�5�!�¤� ó
P (x) = 1/x

�D�J�
p0x � 1

�ª�t���N�!�C���Z���J°×���Z�u���{�¤�f���,��õ	���C�·���¤� ó �Q�Z�tø��J�	��õ¬�Q�	���~=
xc

���	õx�7�×�/«"���C�	õ
1/x

�7�{�N�G?¥���Ú���Î���
xγ−1

c /xγ   ó �	�C�7� γ = 1+  ¥�,���]�¬�7�¥�A�
∫ ∞

xc

dx
p0

ep0x − 1
=

∫ ∞

xc

dx(xγ−1
c /xγ) .

7 �  8

��þ"���A���N�J� 7 �  8 £��NüJ�Q�!�����Î�'«��1�J���Q�o�
γ = 1 − 1/ ln(p0xc) = 1+ �N�x�7���Î�¤�N°×�Ú�

xc → 0
�

�t��°×�N£J�f��ø1�!�����7�Cõ����¥�A�
P (x)

����£J�ÚüJ�C��øf� 7 � � 8 �N�C J�D�J�,°±���N�N�� ��������7�'�����¤���Z���C�N���t���"�1�!���Q�C�����A���N�J���"�	°dø��Q�
7 �N� � ó �§õ��N°×�Q���7�N�J��� 8 �D���L��� �'«��1�J���Q�o�7�^���6 ³�Ô�J�N���C°×�������E�����1�� @õ��N�,���,�¤ø������¤���

p(x)
���!���±�,�C�Ú�^���7�Q���¤�N�:�A�7�¤�J�

�Cþo�¥�A�7�¤�J� 7 �9BN8   ó ���¤�]� õ��Q�7�Q�7�¤ø1�C�§�l£J�C��°×�'���7�N�ô�,�C�7�N�C�Q Ü�¥�A�����¤�,�~� �D���7°×���Î�7�C�,�C°dø	�^�����Q�ô���M}��"�7�J�����
�Cþo�¥�A�7�¤�J���N�¢���	�L�����Q�J�,�¬���ª�¤�f�7�C���A�Q���N��£±°×���f�f��ø1��õ��¢�Q���7�Q°dø��¤�Q�C��}��N�,���,�¤ø������¤�����

P (x)
���.£J�ÚüJ�Q��øo�§�����

�¤�Q�C�������7�����,�D���7° 7 �J�98 �:�A��ø��d�Q�J���,�¤õ��Q�7�Cõ§�D�����±£J�Q���C�7���}�D�J�,° ���ª£J�C���Q���A�7�¤��£×õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�	�
p(x)

  ó ���¤�]�
��°{�J���f�����7�x�¤���Q�¤��õ��N��£±�����N�å������,�C�Ú�^���7�Q���¤�N�:�A�7�¤�J�¬���7�"�C�Q�7���D�J���7�������Q�C�J°{�¥���f�"�¤��£��'üJ�Q�o�7�Ü�	�7�"õ����C�Qõæøo�
p(x) = p0r(x)

�î�¥�J�!���	�¤�í£J�C�	�C���A���:���,�� q�����·�7�Q�7�¤�Q���/«��¥�����,�¤�J�
p(x) = p0 − p1x...

�:���¬ø��Î�C�����7�Nõ��C�,�Cõ§�N�
�����Ü���C�N£J�oø������7���"�"õ¢���

x = 0
 1�¤�:�Aõ��¤��£�����©�°{�J�,�E���<�¤� ó

P (x) = p0x0/x
�D�J�

x � x0 = p0/p1

�������¤�Q�C���
���7�����,�D���7° 7 �J�(8 ���7�3ü"�¤õ	�C���u£J�Q���C�7���³�,�C���,�C�,�C�f�]�A�7�¤�J�

P (x) = p0/h(x)
�D�J���,���]�æ�7�¤�	£J���^�A��õ��N�,�7�7�¤ø	�	���N�J���C 

ó ���C�,�
h(0) = 0

�A��õ
h(∞) → ∞ 7 �7���]�¬���¥�A�C ¥���7�'�D�C�,����ø��Ú�J 

P (x)
�¤�!�N�f���C£�����ø��N�·�A�í�¤�G?����N�7� 8 �ª�t�<�¤°{���¤�N�C�

p(x) = p0(1 − h) ' p0/(1 + h)
�D�J�

x → 0
� ï ���]�ö���7�C�	�7�C�,�C�f�]�%���¤��� °×�:�§ø1��7�Q£f���7õ	�Cõ ���Î��£J�C�	�C���A�Ú�

���Q�Cõ�©.°{�J�7�Â�t���"�1�·õ	�¤�,�7�7�Nø��	���N�J������þo�¥�%���¤��� 7 � � 8 £��NüJ�Q�C ����Q�7�¥���N�N�J ¥�,���]�æ��£J�C���Q�����N���Q�Cõ�©.°{�J�7�6�5�í�¤� ó �í�¥�J�
h(x) ∼ xγ   γ > 0

 ���� ó �C�Z�t�^� ó õ��¤�Z���,�¤ø��	�7�¤�J�	�
P (x) ∼ 1/xγ ���7���Jø	�]�A�¤���Qõ 7 �������	���Q�Z��ø1�J���	õ��C�	�7�-= D

�N�
���C�Q�C�,�����Z�å�D���

0 < γ ≤ 1
 ¥��� ó �Q�¤�y���í���¤� ó �C����ø1�J����õx�C�����-=

xc

�D�J�
1 ≤ γ

8 �
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