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ln(Nex/T ) = − ln t0 − βM .
< �`> B

7!£����Ý�7�Q�^�A�7���y���,£���� ���Ý¦C ��,�7�Q���7�N�d�C�r�����3�J�;� �D�y�Ý�J�t�A�N�JEC�N���¯�7£��m�:�A�,��£N:" ���8J�m�Z�]�A�7���Z����¦C�J�������Z���,���� 	�7���y�	�Ý�N�
�³�A�y���N�7 9���A�!� �,�C¦C�Q�p�¡�J�t�J�Ò�"�7���<�7�Q�C�r���7�³���N����¦C�A���¼�´¦Q�C�Z�]�J�N�¨ �����Gy�Q�7���A���N���è�N�¯�7£��6GA�J�N ��Ý�A����£��

β
�7�N�y�1�

<
B = β/2.3 ' 0.6

B«<�u¡�J�p�J��� �$U@U@U �t²����������$G"�N�7¦]£è�Q�<�J�6�N� >�?@?	� B/�
�n����L!��y�Z��£ ���J�7�����´��£t�A�.�;:� t�A�7���y�À< V B��´�3�s�1�oG"��� !ã�;�d�J�.�	�7�$G"�����N���³��£	��´�C�J���7�Q¦C ��,�7�C�	¦C����N�´�

tr =
t0e

βM �D�y�¼�7£��³�"¦C¦Q ��7�,�C��¦Q�m�J�!�C�J�,�7£9:� t��8A�C��J�!�´�J�y�	�N�� N���
M

<U�Q���C�,�J�
E � E0

B'�è��� �U�J¦'�:�@��£��´�´�C�J�
�7�Q¦C ��,�7�C�	¦C�������r���J���:�A�,��£N:" ���8J�Q��!â�N�7£¡�³�J�J���N�7 9�����N�.��£������A���y�

M
�7�

M+∆M
�����J�����p�7�C�7�Q�,�C�|�!¦C¦Q�y�¨�	�����

���P< �$? B���£	�����%�����A���7 �¦]£��C�J�,�7£9:� t��8A�C�!���h�y��Gy�C�����
∆N/T = (β∆M/t0)e

−βM �"�7�}�7£����r�:�J�´�7�Q¦C ��,�7�C�	¦C�
���N�´�.¦C�J�����¡�@�	���J���	�;�Ü�J�

tr = (t0/β∆M)eβM .
< � °AB

�n���7£��â�7�C�N�7�r��¦Q�N���L�7�A���
t0
����8����$!â�¸����£��N���;:� t�A�7���y�r�³�:���1�â ��7� �´�7�¼�	�7�;�	��¦Q���7£����r�:�A�r�,�C¦Q ��7�,�C��¦Q�����N�´�Q�C�

³��$!ã� Gy�Q�C���Ò�¡�L ��Z�o�1�����J��� �d�7£t�A�¡��£��´�J¦Q¦C ��7�J¦Q� �J�ã�7 �¦]£ ���7� ����¦'�����J���¡���C�ß�N� �U�J¦'�:�5Gy�Q�,� �1���y�Q�´���N���C� �¸�
���r���J�7���	���<�´�C�J�L�7�Q¦C ��,�7�Q��¦C�í�7���r�

tr
�J��£	�ã���Q�´�1�y�7�J�	�����Z���7���� 	�7���y�

(1/tr)e
−t/tr

�N�|�@���]�J�N���;�Ý���r�´� ���^�A�7�C�Ò�
�D�7�y� �7£��L�´�%®����L 	� �J���7£��}�Q���7�7�y�p�J���D�y�<�����Z�]�J��¦Q�J��7!£��o�	� G"�^�A�7���y�¯���Ü��£��Ý�7�C¦Q ��7�,�C��¦Q�}���N�´�C����Át���;� �A�

(̄t2)1/2 − t̄
�N�

(
√

2 − 1)tr
�D�y�!�7 	¦]£s���N�,�7�7���	 	���N�y���C�J!â£���¦]£Ü�J�r�y ��p�7�í����¦C¦C�

41 Â �A�@�7£��¡�´�C�J���7�Q¦C ��,�7�Q��¦C�
���N�´�

tr
���n�â���â��Gy�C�Z�è�^�J�,�y������G"�^�A�7���y�m�7�¡�1��J���	���J¦'����¦C�J�� 	�7�J�

Ã #)$ ��25(ABD4n-/(��Z+��)?%-��E-��í+�46+��
B
25(LKDWQW7Rt�!-�9â*3$'&%8)F5+�254EB5��-'F5&%+��38J+���$ �í25(`�

B ∼ 1
�"�×$��+�Q+��E9<BD4��6$Q(`��+,-��64 ��¹ &A-�º'+7B
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�|���J ��7� W µ ���C�	�7£f�����Z���7���� 	�7���y� �J�«Q����J�	¦C�:�X�C�J�,�7£9:� t��8A�C�1���'�T!��Q�C� �$UAV�W � >�?@?�W <U�´�J�y�	�N�� N���
M > 3

�
²<�J�³�J�	�^�J��¢��J�Z��£9:� t��8J��µí�%�]�J�N�y�y ��A� >�?@? ±@B

§ÅÄ°	� ? °	� � °	� > °	� ° °�� W °	� ± °	�5« °	� V °	� � °	� U W � ? W � �
∆N

Ä >�W ± > ° ? °y« > �"W ° �`V « > ° ? �"?@U V@> �;W	V ±A« WA� W��
§FÄ W � > W �5° W � W W �ñ± W �5« W � V W � � W � U ±"� ? ±"� � ±�� > ±��5° ±�� W
∆N

Ä°y° > ° >@V V � ± � « ° > > > W ?
§FÄ¼±"�ñ± ±��5« ±�� V ±"� � ±�� U «	� ? «	� � «	� > «	�5° «�� W «��ñ± «	� « «	� V
∆N

Ä � � ? � ? � ? ? ? � ? ? ?
§ÅÄ«	� � «	� U � V � � � V � W
∆N

Ä ? � � � � �

7|������� � µ§¨�J�J���N�7 9���i���N�,�7�7���	 	���N�y�ª�J��Q����A��¦C�C�m�:�J�Z��£9:� t��8A�C�¡�D�7�y� �$UAV�W ��� >�?�?�W <U�´�J�y���Ò�� 9�	�
M > 3

�
²<�J�³�J�	�^�J��¢��J�Z��£9:� t��8J��µí�%�]�J�N�y�y ��A� >�?@? ±@B

Æ r)S®«)54;¥�)54 2q®#£¯®C'�®#£�ÇP¥+4 ¥È,6¤=ÉÊ*©®C'12�¢w® ¢w®#*S)SË1Ì¡01®#Ío¢w¥

��� �y�����C�è���æ���N�� ��Z���7�A���¨�7£�� �,�]�%�����Z���N¦:�J���	���,�7�7���� 	���N�y�����y��Gy�Q�ð���1�$Gy�J�¡�A��!ã�C�N�Ý�A�Ü�7�g���Q�7��Gy� �,�]�%�����Z���N¦:�J�
�t�J�7�J�´�'���Q�7�}�A�!���p���Q�7�Q�,�:�z��£��´�³�J�J���N�7 9���r�����Z���,���� 	�7���y�	��< �$? Bn�r< �`> B¡�J�7�´�J�����N��� �d���Ü��£��´�7�Q���7�r��¦r�7�Q�y���J�
Q����J�	¦C�:���	²â�y�´�J���^����7!£����7�Q���7�r��¦â�D�"¦:�J��EQ�y�����N�¡Q��7�J��¦C�C�Ý�N�ã�N��¦C�A��� �³�J�	���7�:®����´�A���Q�N���%�

45.7◦ Î ���A���Ò�� 9���
�J�9�

26.6◦
¢ ���y���J�N�� N���J�67!£����.�D�"¦:�J�-EC�y�����N����£����,�y ��7¦Q���J�í�����A��� !ã�y�Z��£p� �7�Q���7�r��¦L�J¦Q�7��G"�N���J�����J���J�������N�

���C����£ �D�,�y�
80

8�� ���
150

8��Ü��!â�Ò��£æ�:�J�Z��£9:� t��8J�C�´�y�7�C�A���Q���£t�J�
M = 7

�N�Ê<D�´�J�´�Q���nB}�³�A�y���N�7 9���
�7�y�r�Q�7���r�k<·�D�y�L���	�,�]�A��¦C�A�

M = 7.4
�ã§¨�A�7¦]£ W � �$UAV@V �b���C�	�7£

94
8��Ü���y�

M = 7.1
���� ��J ��,�r° ? � �"U@� «	�

���C����£
131

8��PB/�� �7�'�¡�J�
1999

�t�A���m���� ��7� �¸�ß¦C�y�r���7�N�7�N���¡Q��7�J��¦C�C�m�:�J�Z��£9:� t��8J�C�¡�N�ª���Q�7�N�D� �"UAV�W � >�?@?�W
!â�N�7£ �´�J�y�	�N�� N���}�y�,�:�A�7�C�.�7£t�J�

M = 3
�ß�J��y��Gy�Q� �N� ²<�J�³�J�	�^�J��¢��J�Z��£9:� t��8J�¡µí�A�]�A���y�y 	�1< >�?�? ±@B'�67!£��

�y�C�J�y���J�	£���¦C�J�D�	���,�7�7���� 	���N�y�}�N��^�A�7�N�7 9���í�A�9����y�	�y�N�7 9�����A��Q����J��¦Q�:��:�A�,��£N:" ���8J�Q��!â�Ò��£�´�J�y���Ò�� 9�	�
M > 3�D�7�y� �$UAV�W ��� >�?@?�W ���í�,£��$!â�¯�N�è�|�����5°	�J!â£����N�K���#���Q�	��£1���N�,���,���� ������J�m�J�ß��£���7�J�r�.�7�'���A�����A�]�L�N�!�7£��$!â�

��� �|�N��� W �#7!£��������Z���,���� 	�7���y�
∆N(M)

�J����£��Q�7�r�t�A���m���.�y��Gy�Q� �N�k7|������� � ���D�y�
∆M = 0.1

<D�³�J�J���N�7 9���
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ex

lnNex = lnN0-βM

lnN0 = 12.39
β = 1.76

Fit error = 12%

�|���J ��7�Ý±�µ!²â�C¦Q ��7�,�C��¦Q�L�^�"!
ln Nex = ln N0 − βM

Á��7�7�;�¨�7�³¦Q ��L ����A����Gy�#�����Z���,���� 	�7���y�è�J�©�t�A�]�r�y��GJ�C�ª�N�
7|������� � �
�C�,�7�y�

0.1
B'�ÐÏ

7!£��¡�7�Q¦C ��,�7�C�	¦C�}���"!§< �`> B����!�Q�´�	���3�y� �¯�N�m��£���D�y�,�
ln Nex = lnN0 − βM

< �"W B
���FÁ	�L��£��³¦C ��L 	�^�A�7��Gy�¡�t�A���	���J�L�,£��$!â� ��� �z����� ±��F7!£	��Á���y��Gy�Q�

ln N0 = 12.39
�J�9�

β = 1.76,
!â�N�7£

12 Â �A¦C¦C 	���J¦'�y���n�ã¦C�y�,�7�C�,���J�9�����7�}�¼���A�7���J���7�Q���7�r��¦Q�N��� − ln t0 ' 8.99
<·�D�y�

30
�J�:�J�,�nBh�J�9�³�7�Ý¦Q����Ñ´¦Q���Q���

B = β/2.3 ' 0.76
�b7!£��Ý�N�y�p�J�,�N�7£��´�N¦w�����Z���7���� 	�7���y�z< �y� B����! 	�7�;�Ü�����7£���D�y�7�

ln ∆N = ln C − βM
< � ±@B

�D�y���´�7�N�´�N�^�J�3Á��:��!â£��Q�7�
C = βN0∆M

�
ln C = 13.19

�
β = 2.36

!â�Ò��£ ∼ 10 Â �J¦C¦Q ����J¦'�R<
∆M = 0.1

B'�
�J�â�7£��$!â�¯���Ü�|���	� «	���n�â�D�y�N���$!â�!���7�Q���7�r��¦Q�N���³���A�7� − ln t0 ' 11.23

�J�9�¯��¦C�"� Ñr¦C�N�C�p�
B = β/2.3 ' 1.03

�
� ��£	���¨�|Á��L�N�}�7�Q���J�,��� ���p�X ��,�����¨�7£��m�´�J�y���Ò�� 9�	�¡���N�,�7�7���	 	���N�y�

∆(M) = C exp(−βM)
�J�L�y��Gy�C���p�

< �$? BK�����,�C¦Q�7�N�ª�D�J�.��£��r�t�A���
∆N(M)

�y��Gy�C� ���z7z������� � �´�n�¼����,£��$!â� �N� �|�N��� V ����£	�´�t�A���J�r�Q�7�C�7�#�1�C�N���
ln C = 10.35

�J�9�
β = 1.54

<6�J¦Q¦C ��7�J¦Q�
32 Â B'���n�<¦C�y�,�7�C�,���J�9���â���´���,�C�N�7�r��¦C�Ò���m�7�A��� − ln t0 ' 8.82

�J�9�
�¦C�"� Ñr¦C�N�C�p�

B = β/2.3 ' 0.67
�

7!£��¨�7£��7�Q�FÁ����³�7£��$!â� ���x�|���y�Q�ñ±3� V �A�7�¨�A�#����O��C�,�C�p�P:� t�J�N�N��� �J�9�v�J¦C¦Q ����J¦'�y�Ò7!£��Q���m�,�C�, ��N�7�³�L ��Z�j�1�
�]��8A�C�k!â�N�7£��y�7�C�A�¦C�J 	���N�y�¸�C7!£������N�7�C¦'��'®��1�y���Q���7�^�J��Á��.���m�7£����t�A���m���.�	�7�@�t�����N�¯�J����£����1�C�Z�#:� t�J���Ò���y�
���Q¦:�J 	�7�}�Ò�!�]��8A�C�����p���r�J¦Q¦C�y ��p���J���¸�7£��#�t�A���	�~���è¦C�y�p�7���J�Z���7�r�7£��Ý�N�y�p�J�,�N�7£��´�N¦LÁ��7��!��Q�7�6GA�J�	���7£	�����r�t�A���
�J�7�¼�'®�¦Q�� 9��� �¸��Ó<�	�D�y�,�7 ��t�A�7�C�Ò�y�~�N�7���A¦C¦C 	���J¦'�¯�N�â���"�y�C���	 ��¼�7�r�7£��Ý�����7 	�	�LGA�J�,�^�A�7���y���A����£��¼�'®��1�y���Q���7�^�J�
�D ���¦'�����J�d�A�9�x�t�A�]�m�,¦:�A�,���Q�7���	�������N�´�N�^�J�,�N�y�t�7£��r���Q�,�Ý�J¦C¦Q ����A¦Q�À<

10 Â B������D�y�.��£���N�y�p�J�,�N�7£��´�N¦CÁ	�¡�y��GJ�C�
�p�Ä�;:� t�A�7���y�Ô< � ±@B/���A�r�7£��Ü�D 	��¦Q�7���y�IGA�J�7���A���N�y� �����£	�¯�,�³�J�N���Q�,�:�À³<�`!ã� GJ�C�Q�â�7£���:" ��J���Ò��� �J���7£�����Á��r�N�
���"�y�Q�	�J�ã�N�����y�,�C�ã�7£��.�y�,�:�A�7�C�Z�í�� ��i�1�C�í�A�5�t�A�]�P<6�J�N�pGA�J�	���7£	�����6�t�A�]�@B'���|�N�t�J�N�N�y�y�7£��.�,�C¦C 	�7�7�Q��¦C����"!Õ< �"W B
���7�J�� �¦Q�C�Ý�1Á	�C!â£	��¦]£ �N�¡�7�N�7 t�A�7�;� ������£��r�r���9���N�L�J���7 �¦]£ �A�d�Q�,���N�³�%�����J�¸�¸�J���´�J���C�7�A�����A¦C¦C 	���J¦'� �A�9�
:� t�J���Ò���y�RÓ��9���Q�L��£��Q�7�Ü¦C�N�7¦C 	�´�Z�]�J��¦Q�C�Q�ã�Ò����L�,�:�J�,�y�t���	���m���� 	�7�Ü�J�æ�"Gy�C�7�J�y�jGA�J�� 	�³�D�y�L��£	���7�C�N�7�r��¦Q�N���
���A�7� − ¯ln t0 = (8.99 + 11.23 + 8.82)/3 = 9.68

�J�N� �J� �"Gy�Q���J�J�
β̄ = (1.76 + 2.36 + 1.54)/3 = 1.89Ö ��� +@*%-]4E-�+��í?)F5$]9Q+,* � +��E+��C-'Bp�Z$'F F5+¨��4E+,*3�½�6$ � 4 � +5��$��!-'()2 -'(í01-��64 ��¹ &%-�º'+S×�-]4n-/F $��Q&)+�KNM/OQOQPQRT���Z$����6+7BU?J$'(%*�46$�F $$�Z-/462 $'(
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<6�J¦Q¦C ��7�J¦Q� ∼ 18 Â B'�ª�n�L���6!ã�y�Z��£X���A�����	�¨��£t�%��¨¦Q���y�,��GA�J�� ��
β̄ = 2.1

�N�}�@�	���J���	�;�v�p�d ��7�N���k�����,�C¦'���N�
��£���r�:�A�

β̄∆M = ¯ln(∆Ni/∆Ni+1)
�D�y�«���A�]�m�N�k7|���	��� � �67!£���GJ�A�� ��

β = 1.89
�]!â£���¦]£ ¦C�y�,�7�Q�7�1�y�9���

���¯�Ü¦Q����Ñr¦C���Q�p�
B = β/2.3 = 0.82

�ß�N�9����¦C�A���Q�¼�1GA�J�N ��
r = β/b = 0.54

�D�y��7£��´���J���J�r�Q�7�C�
r
�J�h��£	�

�D��¦Q ��}�r�J���C�6�5!â£	�C�7�
b = 3.5

���¼ ��,�;�¸��7!£����¼�´�3� �,£��$! ��£t�A�¼��£	�³�y�Q�y�´�'���Z� �J�í��£	�¡Q����A��¦C�C�¯�D��¦Q ��¼���
����O��C�,�C�p���D�,�y� �Ý�1�y�N���Z���N��8J�!�,�y ��,¦C�.�A¦C¦C 	�L ��^�%�����	�Ý�,�C���,�´�N¦â�C���Q�7�J�/!â�N�7£m�Ý 	���N�D�y�,�ÙGy�Q���"¦C�Ò���y�"�7�C�,�C�i�	�����	�
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ln∆N = lnC-βM

lnC = 13.19
β = 2.36

Fit error = 10%
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ln ∆N = ln C − βM
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�7�´�J���(GA�J�� ���A�z�7£��¡�´�C�J�è�7�C¦Q ��7�,�C��¦Q�Ý�7���r�

tr
�

�n������,£��$!â�x��� `PçSç�f"sze@k{è �7£t�A���£	�Ü�,�C�Ò�^���7�Q�����N¦:�A�7���y�d���7�"¦C�Q�7�r�J�<��£��è�y�Q���C�7�A���N���k�����Z���,���� 	�7���y� �J��Gy�Q�
�p�Ò< � «ABL���C�����´�7�d�7£��F���N�,�7�7���	 	���N�y�

P (τ) = α/(eα|τ | − 1)
�D�y�r�7£��¨�,�C�N�7�r��¦è� GJ�C�p���è�J¦Q¦C�y�r�t�J�p�"���	�X�

�³�$H,�y�m�:�A�,��£N:" ���8J�A�K!â£���¦]£ �N�Ü¬�r�y�,�E¤¹�³�^�"!
P (τ) = 1/ |τ | �D�J� ατ � 1

� �n�è�³�:�g�����/®��7�C�9�	�;� �7�

τ → ∞ �J�
P (τ) = τ γ−1

c / |τ |γ ��!â£��Q�7� γ = 1+ �J�N�
τc

���¡�����$!ã�C�Z�é���J ��9� ¦C 	�7��Oz�i7!£�����,�C�, ��N�¡�N��GJ�A�����
���v�J�C���Q���J�6�í�D�y�m�J�p�ÀÁt���Ò���¨�J�C���Q���A�7�����v�	���,�7�7���� 	���N�y�

p
�í��£��¯�T!������N�,�7�7���	 	���N�y�

p
�A�9�

P
�1�C�N���X�N���7�C���

�7�Q�^�A�7�;���p� ¢� ��N�C�C¤¹�}�7���J���Z�D�y�7�Ü�k7!£��N��7�C���A���N�y���,£����d���7�$G"�����Q��J�N�7� �¨�y�Q���C�7�J����EC� �æ¬�r�y�,�E¤¹�Ý���$!¡�©!â£	��¦]£
���<����¦Q�� 9�	�;�¨�N� `PçSç�f"sze@k{è �<�!¦Q¦C�y�������	�´���m¬.�´�y�,�E¤¹�â�^�"!¡�1�7£��Ý�J¦C¦Q�y�´���J�p���N���³��Gy�Q���7�¡�J�7�¼¦C�J��¦C�Q���7���A�7�;�
���è��£��Ý���C�N�y£	���J ��7£��"�J�Ü�A����£��¼���$!ã�C���T�1�y ��9�¯¦C 	�7��O

τc

�!�n���´�N�y£p���J���,�¡�1�Ý�	�J��� �¸�1�J¦C¦Q�y�¨���N���´�7�m¬.�r�y�7�6¤5�
�^�"!¡�	�7£t�A�<�� ��i�1�C�

n
�J�|�J�7�,��¦Q�^�A�7�;�Ü�7�C�N�7�r��¦.��Gy�Q���7���y�"�C�â�N��8J�

dn/dτ ∼ 1/ |τ | <ÚÓ<���, ¸� �$U « � �t���J�7���'�7���¼�Q�
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∆N = C exp(−βM)

Á��7�7�;�è���r�t�A���r�N�j7|���	��� � �

�J�E�Ò� �$U�UA> B'�����¯�/®����y�	�C�p�����J�+�����Z���,���� 	�7���y�
p(τ)

�J�z�7£��¡�D�y�7� �y��GJ�C�����x< � «AB��N�â�7£��$!â�¨�N�Ü�|����� U �"���y�y�'��£��Q�
!â�N�7£ �N�7�Ý¦Q�y�7�,�C�,���y�N�������¨¢� ����Q�C¤¹�o���N�,���,���� ������J�

P (τ)
�Ü�t�y�¼¦C�y�r�t�J�,���7�J�¸�z�Ò�¼���Ý�J���,�¨�7£	�`!â� �N�X�|�N��� U �7£��

���y�,�³�J�N��EQ�;�=�	���,�7�7���� 	���N�y�
P (τ)

�J��!ã�C�����J�³�7£��ª���y�,�³�A����EQ�;�x¬.�´�y�,�E¤¹�´���"!
(γ − 1)τ γ−1

c / |τ |γ �Ô7!£��Q�7�
�����Z���,���� 	�7���y�	�ã�N���� 	�,���7�A���!�7£��.�7�N���y ����J�h¦]£t�J���A¦Q���Q�í�J���7£����,�C�N�^�n�7�Q�����N¦:�A�7���y�r���7�"¦C�Q�7�!�%�í�y�,���y�N�¸�p��£��Q���í�����7 ����
���C¦Q�7�C�J�7�#!â£��C�¯���y�,�³�J�N��EQ�;�¸�����y�J�Q��£	�C��!â�N�7£¯���1�y�7�,�����N�.���y�	�����J���6�
�Ù���N�,�7�7���	 	���N�y�¨�,���r���^�A�í���x< � «AB!£��y���	�.�J�N�7�´�D�J����£	�i����O��C�,�C��¦Q�L���¯�³�A�y���N�7 9���¼�J����£	��J�7�,��¦Q�^�A�7�;�ª�,�C�N�7�r�
!â�N�7£ �7�C�,���Q¦Q��7�ª��£����´�J��� �7£��"¦n8~� ���9���Q�;�¸�ã�J¦Q¦C�y���������¯���À< �"? B'���7£����³�A�y���N�7 9���¡�����Z���7���� 	�7���y�d¦:�J�I�1�
!â�7�Ò�7���Q�r�J� ∼ e−βme−βM �D�y����´�J����,£���¦n8}�J���´�J�y�	�N�� N���

M0

�A!â£��Q�7�
m = M0−M

�����7£��w����O��C�,�C��¦Q�<�N�
�³�A�y���N�7 9�������'�T!��Q�C���£	���´�J���¼�7£��"¦n8L�A�9��J��A¦C¦C�J�´�t�A���"�N�����,�C���,�´�N¦ã��Gy�Q�����A�t�³�A�y���N�7 9���

M
� Î �C�p�A�7��GJ�GA�J�� ��Q���D�y����£��â�,���A���N�,�7��¦:�A�NGA�J�7���������

m = M −M0

�L 	�,�����<�J�N���$!ã�;�r�����7 �¦]£m�#�	���,�7�7���� 	���N�y�¸��!â£	��¦]£³�N�:���	�
���

βe−β|m| �D�y�z��£��q�	���,�7�7���� 	���N�y�}�N�L�´�J�y���Ò�� 9���3����O��C�,�C��¦Q�J���J�|�7 ��y�J�C�,�7�;�r���7��G"���y ��,�N�P<{Q��Q�7�'�åyJ�y���Q�C� �$U « U B'�
�n�}�´�:� �J���,�s�1�³�	�J��� �d��£��A�}�, �¦]£Ä�1�����Z���7���� 	�7���y� ¦:�J�|���r�@�	���J���	�;�R�p� ��£	�´���,����¦Q�����N���J�í��£	�´�´�%®����´�J�
�C�p���,�y�p� �J�

β ′e−β′|m| �ß�J�9�¸�ß�,����¦Q���7£�����	�7�@�t�������N�N���Ü���� :" ��J��������£������,�@�t���	�����Ò���Ü�J�ã�7£����³�A�����7£	��¦n8��%�

m = 0
���Ò�ã�D�J�����$!â����£t�%�

β ′ = β
�����	�J��£��Q���@�	�7�C��GA�A���N�y�³�r���y£p���J���,�o�1���7£t�A�!�A�7�7�"¦C���A��� �m�7�Q���,�´�3���}�D�y�N���$!

��£��¡�7�J�´��/®����y�	�C�p�����J�+�����Z���,���� 	�7���y���N�è�³�J�J���N�7 9���.�N��8J�.�7£��/mQ�,�C�y ����J�$m.�C�J�,�7£9:� t��8J�Q�C�
�n�����o!ã�y�Z��£Ä���J�7�����¨�7£t�A�C���p� �³��8��N���ª ��,�Ü�A�<�7£����'®��1�y���Q���7�^�J�������Z���7���� 	�7���y�d��� �´�J�y���Ò�� 9���¡����O��C�,�C��¦Q�
�J�9�X�7£��´�7�C�r���y�7�J�������Z���7���� 	�7���y� �y��GJ�C���p�¯< � «AB/�|��£	�´���N�´�/���Q���Q�9���C�	¦C� |m| = (α/β) |τ | ���Ý�@�	�]�A����� �¸��y�

dm/dτ = α/β
�ß�y�Q�z� :� ���GA�J�N�C�p���Ò�y����£��r���N�´�����Q���Q�9���Q��¦C�

M = M0 − (α/β) |τ | �J���7£��´�´�J�y�	�N�� N����J����£����A¦C¦C�J�´�t�A���"�N�����7�Q���7�r�C�Ý�n�¡�³�:�s����Q�,�7���´�A��� �ª��£t�A����£����J�,�7�"¦C���A��� � �,�C�N�7�r��¦L�A¦Q����G"�N���¯����'®"�7����¦'�
���¨�7���r�

τ0 = βM0/α = βM0t
′
c

����£��J ��y£¨�7£��L���J���A�n���J����GA�J�N ��C���J����£	�L���7���t�����N���N���P�����Z���7���� 	�7���y���<�J���7£��
�J¦C¦Q�y�r�t�J�p�"�����m�,�C�N�7�r��¦L�A¦Q����G"�N���¯�J�7�6Gy�C�Z���7�´�J�N�E���������Q�7¦C�,���1�;� ���1�$Gy�J���D�y���,�³�J�N�SGA�J�N ��C���J�

m
< |m| <

1/β
BÝ�7£��1�����Z���7���� 	�7���y�X�N�Ä�³�J�J���N�7 9���P����O��Q�7�Q��¦C�Ü�@�1�Q�"���£��è���A�´�¯¬.�´�J�7�Ò�E���"���´�^�"! ∼ dm/ |m| <·��£��

���$!ã�C�-�1�y ��N�¦C�y�,�7�C�1�y�9�	�����<���
mc = (α/β)τc

B'��7!£��í�r�:�J�o����O��C�,�C��¦Q�í���Ý�³�J�J���N�7 9���
m̄

GA�J�����,£��C�z�D�y�@�7£��
�����Z���,���� 	�7���y�

βe−β|m| <
m̄ = 0

B'�1�7�m�Ò���N���,�:�J�,�y�t�����N�Ý�7�³�C�r���N�)���7£��o�	���7�1�C�,�7�N�y�
δm = ( ¯m2)1/2 =

√
2/β�J�.�r�´�C�J�7 	�7�}�A����£��}�"Gy�C�7�J�y�6��� G"�^�%�����J�¨���¯�³�A�y���N�7 9���Q�<�A����£��}�J¦C¦Q�y�r�t�J�p�"�����´�7�C�N�7�r��¦Ý�J¦Q�7��G"�N���J���� �¦]£

�J��C�Z���N�³�A�7���y�¼���|�J���,�.¦C�J���7�N�,���Q�p�b!â�N��£Ý��£��!�A�7�7 	�´�	�7���y�Ý��£t�A�|��£��!�A�7�7�"¦C���A��� ��7�Q���7�r��¦ã�J¦'����G"�Ò���Ý�,�C���,�C�,�C�p���
�³�7�Q�^�%®	�A�7���y�¯�7�Q�y���r�Ý�A����£��L�,�C�N�7�r��¦Ý�J¦Q�7��G"�N���J�§¨��8��N���m ��,��J�

β ' 1.17
��£��CGA�J�� ��

δm =
√

2/β ' 1.2���â�@�	���J���	�;�¸�9!â£��N¦]£¨�N�<�, ��y�y�Q�,�7��Gy�¼�D�y�!��£��¼�� ��r�C�7�N¦:�J��GA�J�N �����N����¦C�A��� �s�p�Ü�í�A�7£¸¤¹���Q�´���N�7�N¦:�J�¸���"!â<6���A��£¸�
�$U «p±�B'� � �,���r���^�A�´�A�t�J�N�"�,���C�!�7£��y ��y£ �J� �v����O��C�,�C�p��¦C�J��¦C�Q�	�� t�A�«�t�J�7�N�C��!��J���³�����ª�7�Q¦C�Q���7�N� �D�y�´�7£��
�J¦C¦Q�y�r�t�J�p�"�����L�,�C�N�7�r��¦.�A¦Q����G"�N���F<�³<�C���r�,�7�Q�,���C�í�J�9�Ü���y�,���Q�,���A� >�?@?A> �9µ��y�	�7�y�N�.�Q�â�A�E�Ò� >�?@? °N�N³<�C�N�´�Z���Q�,���Q�
�Q���J�6�N� >�?@?�W B/���n���r���J£��w�1�¡���J�7�;�è��£t�A�!�7£��¼�7�C�Ò�^���,�C���N��¦:�%�����J�³���,��¦Q�C�7�<���â���A�â����¦Q�� 9��� �¯�N�è�C�,�7���´�A���N���}�7£��



XJY�ZS[]\;^$_"Y�ab[@cNd;Y �y�

1800 1820 1840 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020
5.5

6

6.5

7

7.5

8

18
02

18
38

7.9

7.118
93

-19
08

19
40

19
77

7.7

7.4
7.5

Time

M

�|���J ��7� � µLQ��7�J��¦C�C���:�J�Z��£9:� t��8A�C�#!â�N�7£À<U�r�y�´�Q�p��B<�´�J�y�	�N�� N���
M > 6

�N�ª��£�����J�,���T!��è¦Q�C�p�� ��,���Q��<U²<�%�
�³�A���^�J�è¢��J�Z��£9:� t��8J�C�Kµí�A���J���y�J ��J� >�?@? ±@B
�³�A�y���N�7 9�����	���7�1�C�,�7�N�y�¸�t�J�N�Ü�7£��«GJ�A�7�^�A��¦C�

δm =
√

2/β
�"¦C¦C 	�7�â�������N�´�

τB = (β/α)δm =
√

2t′c
�

7!£��}�Q���C�,�J�������Z���,���� 	�7���y�Ü�y��Gy�C�s�p�v< U B!¦:�J�¨�J���,���1�C!â�,�N�7�7�C�¨�J�
P (E) = (rEr

0/E
1+r)(1 + E0/E)−1−r �!â£��C�,�í��£��ã�U�J¦Q�7�y�|�N�}��£��3Át�7�Z���t�J�7�J�p��£��Q�7���|�³�:�6�����J�7�,���y��� �L����Q���C�,�J�

Emax
�J�t�7£��í�´�J���Ý�7�C�N�7�r��¦ã�7£��"¦n8~�

!â£����N���£��¡�U�J¦Q�7�y�<���è��£��Ý�7�C¦Q�y�9�ª���J���J�p�7£��C�,���<�³�:�1�1�}�J�,�7�N�y���;�Ü���´�C���Q�7�J�
ε = E

¦Q�y�7�,�C�,���y�N�����������³�J�
�J¦C¦Q�y�r�t�J�p�"������,�C���,�¯���� �¦]£r�J�r�J���	�7�:®����´�A���N�y�}�N�-GA�J�����Ý�D�y�-GA�J�N ��C�|�J�~��£��!�Q���C�,�J�

E
¦Q���y�,�����.�7£��!�C���Q�7�J�

Emax

�ã�A�9�Ä�7�C��Gy�Q�r�7�z�	���7�Q�p�]�J���J���³�7£��Ü�J¦C¦Q�y�´���J�p���N�����7�Q���,�´�N¦��J¦Q�7��G"�N��� �D�7�J� �7£��è�³�J�N�X�7£	��¦n8~�X�n���N�
¦C�y�	�7���Z���Q���b!â�Ò��£}�7£��â�A�D�y�,�'�n�7�:�A¦]£��;�¦Q�y��¦C�N ��7�N�y�L��£��A�|�7£��â�J�7�,��¦Q�^�A�7�;�L�,�C�N�7�r��¦í�A¦Q����G"�N���Ý���|�J�`GJ�C�,���;�/�p�Ý�7£��
���J�r�K�	���,�7�7���� 	���N�y�³�N�m�´�J�y���Ò�� 9���Q���A����£����³�J�N�m�J¦'����G��Ò���y�©7!£	�.�7�Q�7 ��Ò�����	�i���C¦Q�y�r���y�,�N�7���y�r���9�	��¦:�%���C�h��£t�%�
��£��¼�,���A���N�,�7��¦:�A��GJ�A�7�^�������¦Q�y�7�,�C�7�1�y�9�	�����r���r�C���Q�7�J�è�D�y�â��£��Ý�J¦Q¦C�y�r�t�J�p�"�����r�7�Q���,�´�<�����J¦Q�7 t�J�N�N�

x = 1/ε
�

�7� ��£t�%�r�7£��|mQ�C�	�C�7�A��mj���N�,���,���� ������J�
p(x) ∼ (1 + E0/ε)

−1−r = exp[−(1 + r) ln(1 + E0/ε)]
¦:�A�g�1�

!â�7�Ò�7���Q�1���$!â�¯�D�y�í�7£��¼�J�7�,��¦Q�^�A�7�;�è�7�Q���7�r��¦¡�A¦Q����G"�N���y���y�
p(x) ' Eo(1 + r)e−(1+r)E0x , x = 1/ε .

< �$V B
�n���³�:�6���!�	�J��� ���7£t�A���7£����©�	���,�7�7���� 	���N�y�}�N���7�N�´�N�^�J�����.�7£��!�'®��1�y���Q���7�^�J�N�����Z���7���� 	�7���y���|���}�7���r�J�y�y�|�³�J�J���Ò�
�� 9�	�J��!â�Ò��£}��¦]£t�J�7�J¦Q�7�C�,���,�7��¦��7¦C�J���h�C�	�C�7�A�

(1+r)E0

�|�h�Ý¦Q�y�r�t�J�7�N���6< �`V Bß�A�9�j< � «AB¸��£������N�´�����Q���Q�9���C�	¦C�
ε = (1 + r)E0t

′
c/ |τ |

�J���7£��.�7�Q���C�J�7� ���C���Q�7�J�´���ã�@�	�]�A����� �³�,�7���J�N�y£p�7�D�y��!í�A�¨���Ò�y�	!â£���¦]£�¦Q�y�7�,�C�7�1�y�9�	�����}�7£��
���A�7�

dε/d |τ | = −(1 + r)E0t
′
c/τ

2 < �$� B
�J�¼��£�� �C���Q�7�J�v�7�C�N�:�J�,�;� ��� ��£�� �J¦Q¦C�y�r�t�J�p�"���	�æ�,�C�N�7�r��¦ �J¦'����G"�Ò���y� �� �¦]£ �J� ∼ 1/τ 2 �r���$! �7�Q�C�r�è�7�
���Ü�7 	�����J�,��� �¯�p�æ�C�r�����,��¦:�A�q�t�A���=<ÚÓ<���, ¸� �$U « � �����y�7�	�Q�7�7�¯�'���J�6�N� �$U@U@> B'� �"���r���^�A�7�N�J����£��Ü�´�J�y���Ò�� 9���
���C�1�C�N���C��¦Q�

ε = (1 + r)E0/β |m| �N�í�@�	���J����� �³�D�y���7£��.�,�C���C�J�7� �è�C���Q�7�J�J�t�J�q!ã�C�����J�â�J�Ü¬.�r�y�7�×�n���"���<�^�"!
∼ dx/x ∼ −dε/ε

�D�y�!�,�³�J�N�]GA�J�N ��C�â�J�
x

<D�^�J�,�y�KGA�J�� 	�C�!�J�|�7�C�N�:�J�,�;�Ü�C���Q�7�J�
ε
B/�

���¯¦Q�y��¦Q�� ��,���y�¸�	�N�!�´�:�P�1�¼�7�J�����7£t�A�<��´�J���Q�����!�N�p���7�J�� �¦Q�;�Ü£��C�,��D�y�í��£��¼�J¦Q¦C ��} ��^�A�7���y�³�J�z�7£��¡�7�Q���7�r��¦
�C���Q�7�J� ��� �¨���"¦:�J�N��EQ�;�d�D�"¦C 	�C�-!â£��N¦]£ ���r�����N�C�¼�ª�y�Q�y�´�'���,��¦r�t�J���A�´�'���C�

r
���"�]�A�7���Z����¦C�J�������Z���,���� 	�7���y�	�Ý�N�

���N�´�A�	�C�	�C�7�A�Ü�J�9�Ü�³�J�J���N�7 9����J�,�#���C�,��Gy� �¨�y���7£����w�t�J�,���í�D�y�â�,�C�y ����J�í�C�J�,�7£9:� t��8J�Q�C���J�9�Ü¦C�y�,�7�Q�7�1�y�9���N���
¬.�´�y�,�E¤¹�©���N�,���,���� ������J�����J�,���A���7�#���Q�7��Gy�;�r�D�y����£	�<�,�C�N�7�r��¦â�J¦'����G"�Ò����J¦Q¦C�y�r�t�J�p�"�����¼�¡�³�A����7�Q���,�´�N¦!�7£��"¦n8~�
7!���r�j���C�1�C�N���C��¦Q�v< �$� B}�J�<��£	�Ü�,�C�N�:�J�,�;�Ä�C���Q�7�J�Ä�N�æ�J�æ�J¦C¦Q�y�´���J�p���N��� �7�Q���7�r��¦m�J¦Q�7��G"�N��� ����y��Gy�C��� �n�
���¡�J�N�7���,£��$!â�d��£��A�Ý¬.�´�y�,�E¤¹�����$! ���r���N���C�����7�C�Ò�^���,�C���N��¦:�%�����J�¨���,��¦Q�C�7��D�y�¡���y�Q���C�7�A���N���j���N�,���,���� ������J�ª�J�
�J¦C¦Q�y�r�t�J�p�"�����ª�,�C�N�7�r��¦r� Gy�Q�p���C��!â£��N¦]£ ���}�J��Gy�Q���p�X�J� �/®����y�	�C�p�����J�ã���"!¡�Å7!£��m�T!ã�k�����Z���7���� 	�7���y���Ý�J�,�
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τ

0

1

2

3

4

a

b

cd

�|���J ��7� U µ|¢|®����J���C�p�����J�9���N�,�7�7���	 	���N�y�
α exp(−ατ)

�D�y�
α = 0.75

<U¦Q ���GJ�oêJB'�p�,�C�Ò�^���7�Q�����N¦:�A�7���y�6�����Z���,���� 	�7���y�
α/[(exp(ατ) − 1]

�D�J�
τ > τc = 1

<D¦C ���Gy�g
`B'�<���y�7�´�J�N��EC� �v�7�Q�N�^�n�7�C�	����¦C�A���N�y�=�	���,�7�7���� 	���N�y�Ò<D¦C ���Gy�¯ë"B
�J�9� ���J�7�´�J����EC�;� ¬.�´�J�7�E¤¹�}���"!

(γ − 1)τ γ−1
c /τ γ �D�y�

γ = 1 − 1/ ln(ατc)
<U¦Q ���GJ�z��B'�k7!£������J�7�´�J����EC�;�

�����Z���,���� 	�7���y�	�í�'®�£������N�<��7 N�9���C�Ü�U�J���6�	�A�9�¨��1�y�7�,�����N����y�	�����J���1�D�y�!�7�´�J�N�
α
�

���p���Q�Z�n�7�C���A��� �¡�p�r¢� ��N�C�C¤¹�ã�7���J�	�,�D�y�,�¯�@!â£��N¦]£m���,�`G"�����C�ã�J���,�}�¡�y�Q���C�7�J����EC�;�m¬.�´�y�,�E¤¹���^�"!¡���n�h���ã�J�N�7�¼�7£��$!â�
£��$! ���Ý�C�r�����3��, �¦]£m��£��Q�y�7�'���N¦:�J�~¦C�J���7�����C�7�A���N�y�����D�y�ã�J�t�J�Ò�DEQ�����¡��£	���,�C���,�´�N¦<�J¦Q�7��G"�N���J�J�p�´�³��8"�N���¡ ��7���J�
��£��¡�,�C���,�´�N¦«�t�A�����A��Q��7�J��¦C�C�r�,�C�y�N�y�¸�

ì �Ní!���SîÄ���+ïKð�ñ ���ã�� 

7!£��r�J 	�7£��y�����N�9��� �	��� � �7�è�7£���r�C�i�1�C�,��J�ã�7£��������,�7�N�7 	����J��¢��J�,�7£¸¤¹�Ý¥�£p�"�7�N¦C�C�|§¨�J�J ��7�Q���'���� �¦]£t�A�7�C�Z�
�D�y�!�C�	�����J£��7�C���N�������N�7¦C 	�7�7�N�y���<�J�9�è���r���Q��±��(µ��(µ� �����D�y�!£��Q���j!â�N�7£Ü�J���J��£	��¦C�<�J�N�Ü�Z�]�A�7���Z����¦C�J�¸�A�t�J�N�"�,���C�

�ªÜ1Ük¢w'1.j4�ò

ó �����¸��
�����ô��+ïÞõÀñ ���	� öD ��
Sî 
��Lïª÷è���Z�¸��öU �"��
��� "�]����ñ
±��Q�

p(x) = dn/dx
���.�6Át���Ò���K�	���,�7�7���� 	���N�y�³�$GJ�C���7£��.���A���y�

x > 0
�b7!£	�.�� ��i�1�C�

dn0 = p0dx
�J�ß� GJ�C�p���

���^�A¦C�;� �A�L�J�7���J���¸�+!â£��Q�7�
p(0) = p0

�|¦C�J�v�1�¡G"����!�� � �J�Ý�7£��³�� ��o���Q�}�J�!�´�J�N�d��Gy�C�p�7�C�b!â£����N���£��´�7�C�Z�
�J����Gy�C�p�7�C�+���N�,���,���� ����;�¯�$Gy�C�

x > 0
��¦:�J�Å�1�6G"�N� !ã�;���J�L���Q�����´���7�J�� �¦Q�;�k�p�Ü��£��Ý�³�J�N�¯��Gy�Q���7�¡�A���³���A�7�

r(x)
�t�, �¦]£¯�7£t�A�

p(x) = p0r(x) .
< �$U B

�����	¦C���£��¡��Gy�C�p�7�.�J�,�¼�	�J������O��C�,�C�p�����A��� �Ü�A��£��Q��!â���,�¡�'®�¦C�Q�	���p�m�7£��C�N�<�1�y�,�N���N�y�
x
�~�N�!�D�J�����$!â���7£t�A�����N�,���,�Ò�

�� 	�7���y�
p
���â�A���7�����,�D�	 �¦C� �¨�A�

x + y
���m�N���qGA�J�N ��¡�A�

x
�L ��N�7�����N��� �P�p�����A�7�

r(y)
�¸þUúÚCú

p(x + y) = p(x)r(y) ,
< >�? B

�D�y�¯�J�p�
x, y > 0

�ø7!£��N�¨�N�¨�x�,�C�Ò�^���y�Q���C�7�A���N���g�	���,�7�7���� 	���N�y�¸��A�9�ð�;:� t�%�����J�â< >�? Bè�/®	�	�7�C�,�7�Q�d� �7�C�Ò�^�
¦C�y�	�7���Z���Q��¦Q� ¦]£��J���J¦'���Q�r�A�L�	���,�7�7���� 	���N�y�

p(x)
� �n���´�3� �J�N�7�k�1�P!â�7�N�,���Q�Ä�J�

p(x + ∆x) = r(∆x)p(x)
�

!â£���¦]£ �N�:���	�Ý���
dp/dx = (−p1/p0)p(x)

�-!â£��C�,� −p1 = p′(0) < 0
���Ý�7£��¡Á��7�,�i���C�,��GA�A����Gy�´�J�

p(x)
�A�
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�y�7�N�y�����|�n�â�D�y���N�$!â�í���r�´� ���^�%���C�Ò�y�p�D�7�J�ù< �"U B��J�9�R< >�? B'�	�7£t�A�w���N�,�7�7���	 	���N�y�
p(x)

���!�y��Gy�Q�s�p�è�J�è�/®	�1�y���Q���
�����J���^�"!

p(x) = p0e
−p1x/p0

��!â£	��¦]£ ¦C�J�R�1�������A���,�D�y�,�´� � �N���7�¨�Ü���y�,�³�J�N��EQ�;� ���7���t�����N���N���F�����Z���,���� 	�7���y�
p(x) = p0e

−p0x �
7!£��.�,�C�N�^�n�7�Q�����N¦:�A�7���y����,��¦Q�C�,�í���r�����N�C���C�����Z���7���� 	�7���y�

P (x)
�"�y��G��N���¡��£��<���J���J�~�" 	�i���Q���J�¸� Gy�Q�p���

P (x)dx������£	�¼�7�J���y�
x
���

x + dx
�9!â£���¦]£Ü�@�1�Q�"�!��£��¡�,�C�^�%�����J���7£��N�

P (x) = p(x) + r(x)P (x) = p(x) +
p(x)

p0
P (x) .

< >�� B
�n�â�D�y���N�`!â�ã��£t�A�!�7£��#�����Z���,���� 	�7���y�

P (x)
���!�y��Gy�C���p�

P (x) =
p(x)

1 − p(x)/p0
,

< >@> B
!â£���¦]£ �N�¢� ����Q�C¤¹�}���7�J���Z�D�y�7�Þ���'�T!��Q�C�

p(x)/p0

�J�N� −P (x)/p0

�k7!£��j�	���,�7�7���� 	���N�y�
P (x)

�J�L�J��Gy�Q���p�
< >@> B�¦C�y�,�7�C�,���J�9�����7�r�J�����7£��¼� Gy�Q�p�����J�C���Q���A�7�;�¨�N����£��¼���7�"¦C�Q�7�<�J���	�7�J�� �¦C�N���r�J¦C¦Q�y�r�t�J�p�"�����r� GJ�C�p���L���
��£��}�³�J�N�¯��Gy�Q���7�¡���^�J¦Q�;���%�

x = 0
���n����w!��J�,��£��	�J���N���´�7£t�A�

P (x)
�����7�N���y ����J���%�.�y�,���y�N�¸�â�����7�7�J�� �¦Q�����

��£��¡�/®	�1�y���Q�p���^�A�+�����Z���7���� 	�7���y�
p(x) = p0e

−p0x ���|< >@> Bã��£	�«�����Z���7���� 	�7���y�

P (x) =
p0

ep0x − 1
,

< > °AB
���m���	�]�J�N���;���w!â£	��¦]£ ����¬�r�y�,�E¤¹�³�^�"!

P (x) = 1/x
�D�y�

p0x � 1
� �n�����³¦C ��Z���y�´�J�,�æ��� �N�p���7�J�� �¦Q���

���$!ã�C�Z�é���J ��9�è¦C 	�7��O
xc

�A�9�������'®"���Q�9�
1/x

�7�����NÁt�	�N���¡�A�
xγ−1

c /xγ �9!â£��C�,� γ = 1+ �t�, �¦]£¯�7£t�A�

∫ ∞

xc

dx
p0

ep0x − 1
=

∫ ∞

xc

dx(xγ−1
c /xγ) .

< >�W B
¢b:" ��A���N�y�|< >�W B��J��Gy�Q�!��£��¡�'®��1�y���Q���

γ = 1 − 1/ ln(p0xc) = 1+ �N�è�7£��¡���N�´�Ò�
xc → 0

�
�n���´�N�y£p�©�1�!���J�7�;����£t�A�

P (x)
�J���y��Gy�C�r�p��< > °ABz�N�C�y�D�y�,�³�J�N�N�J�J����J�7�'��¢������Z���C�N���n���"�1�!��¦Q¦C ����A���N�y���" 	�i���Q�

<U�N� �T!ã�Å���N�´�Q���7�N�y���nB��D�J�}�J� �'®��1�y���Q���7�^�J�6�|�ã�y�N�¨EC�´�J�����E�����1�J�S���N�,���,���� ������J�
p(x)

�P7!£��³�,�C�Ò�^���7�Q�����N¦:�A�7���y�
�;:� t�A�7���y�§< >�� B/�«!â£���¦]£Ò���Q�7¦Q�7���1�C�ª�x�y�C�J�´�'���7�N¦ �,�C�7�N�C�Q�Ý£t�A���J���,�v� �D�J�7�´�J�¡�7�C�,�C�i�	�^�J��¦Q� ���v���"�7�y�¸¤¹�
�;:� t�A�7���y���N�¨��£	�}��£��Q�y�,�¯�J�h���p�7�C���A¦Q���N���³�´�J�p�p�T�1�D���¨�Q���7�Q�i�����Q�C�¼���N�,���,���� ������J���

P (x)
�J�.�y��Gy�Q�k���ª¢� ��

���Q�C¤¹�����7�J���,�D�J�7�ú< >@> B<¦:�A�k���L¦Q�y���,�����Q�7�;�ª�D�J��³�y�Q���C�7�J�z�D�y�,� �J�h�y�C���Q���A�7�����¡�����Z���,���� 	�7���y�	�
p(x)

�(!â£���¦]£
�J�r�y ��p�����7�è����¦Q�� 9���N���³�J���N�Ü��£���,�C�Ò�^���7�Q�����N¦:�A�7���y�¯���7�"¦C�Q�7��D�y���7£����J¦Q¦C�y�r�t�J�p�"��������Gy�Q���7�Ý�	�7�J�� �¦C� �x���
p(x) = p0r(x)

�í�t�y�!��£	���â�y�C�	�C���A��¦:�J�,�J�~��£��¼�7�Q�7���Q���/®��t�J���,���y�
p(x) = p0 − p1x...

¦:�J�s���¡¦C�J���7�����C�,�;�ª�N�
��£��Ý���C�N�y£	���J ��7£��"�J�¨�J�

x = 0
�1���:��������������¬�r�y�,�E¤¹�<���"!

P (x) = p0x0/x
�D�y�

x � x0 = p0/p1

��¢� ����Q�C¤¹�
���7�J���,�D�J�7�û< >@> Bâ���7�$G"���	�C��m�y�Q���C�7�J�|�,�C���,�C�,�C�p�]�A�7���y�

P (x) = p0/h(x)
�D�y���, �¦]£ �7���	�y ��^�A�L���N�,�7�7���	 	���N�y���C�

!â£��C�,�
h(0) = 0

�A�9�
h(∞) → ∞ <D�7 �¦]£¯��£t�A�C�t���7�'�D�C�,�������Ò�y�

P (x)
���!�N�p���C�J�������N�¼�A�â���NÁ����N�7�$B'�h�n�<���r�����N�C�

p(x) = p0(1 − h) ' p0/(1 + h)
�D�y�

x → 0
�L�� �¦]£d���7�C�	�7�C�,�C�p�]�%�����J� �´�:�Å�1��7�Q�p�J�¨�	�;� �J�¡���y�C�	�C���A�Ò�

��EQ�;��¬.�r�y�7�×�n���"�1�C�	���,�7�7���� 	���N�y�¸��¢�:� t�%�����J��< > °ABâ�J��Gy�Q�C���J¦Q�7 t�J�N�N�y�t�, �¦]£ ���y�C���Q���J�N��EQ�;��¬.�r�y�7�6¤5�â���$!¡�â�t�y�
h(x) ∼ xγ � γ > 0

�����$!ã�C�Z�n�^�"!´�����Z���,���� 	�7���y�	�
P (x) ∼ 1/xγ �J�7���@�	�]�A����� �z<6�J�� ��	���Q�Z�T�1�y ��N��¦C 	�7��O

D
�N�

���C¦Q�C�,���J�Z�Ü�D�J�
0 < γ ≤ 1

�t�J��!��Q���ß�J�â�����$!ã�C���T�1�y ��9�è¦C �����O
xc

�D�y�
1 ≤ γ

B/�

üx���]�¸�	�������� 
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�t���J��¦Q���,¦C�r�í�:���7�Q�y���J�¸���	ú��Ln��
�ýJ�`�Cú�þ�n�Cú���� U@�AV�� � U@�@��� �
�� ��N���C����u�ß¢!�Ò� �$U «J°	�zô��������Ú�n�;� ��ë��Uþ��	�!�å�"��ý�#��ý�n�����x�å�ö�'þ���$��	%��'&��%�Sµí�J�i���,�����J�¡Ó<����GJ�C�,�7�N��� ¥��,�C�7�Q�
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