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108 ä 1 ¬ª'®¡ªC³PÜ�±�¾M¼,®\¿A©�ÆCª ∼ 384 000
Ûx¬hÜ�û�ªCº»°"ÆC¾·®ËÌ ∼ 1

Û"¬��A¼PØ�å�¿�³,®7¯mæ5¼µûeªPº»°"ÆC¾·®ËÌ ∼ 30
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29.53
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� q! Ów#" � w�r)tv{�|$�Ï{�u ´ w"~��Dw"ux¶·��Úu){�z��Tw"�

E = mṙ2/2 + mr2ϕ̇2/2 − α/r = mṙ2/2 + L2/2mr2 − α/r

L = mr2ϕ̇

ä&%ÂªCÍ	º»ªC³Pæ5¼µ¼,ªCÆC°�©�±Óº»¿:«�ê

U = L2/2mr2 − α/r

Õ�³7¿��,ªCÆ'®¡°e³YÌ É
r1 = a(1 − e)

®¡°
r2 = a(1 + e)

Ü�¼7ªP¬¾ ÊË¬¿��,°e³�¿'��¾»¼
a = α/2 |E|å�ÆCÆCªP©�®¡³7¾MÆC¾·®ËÌ

e =
√

1 − 2L2 |E| /mα2

Umin
²D°�³

r0 = L2/mα = a(1 − e2)
¿�©�± |E| = α

2r0

(1 − e2)
( �:���T�6�D�	r3{�uxÉ ì@°3«�ªP³�ª)�	Í�¿�©�¼7¾M°e©Ó¿�³7° Ñ ©�±h®7¯�ªÂ¬ò¾»©�¾M¬ Ñ ¬øû�¿Aº Ñ ª

r − r0 = Au
Ü
A/r0 = ε

e2 =
2ε2

ω2
(u̇2/2 + ω2u2/2 − εω2u3 + ...)

ω2 = α/mr3
0

ä&%ÂªCÍ	º»ªC³Pæ5¼!®7¯�¾»³,±hº»¿:«�ê
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ε = e(1 − e)
äT¼,¬ ¿�ºMº�ªPÆCÆCªP©�®¡³7¾MÆC¾·®¡¾»ªP¼\ê

r = r0[1 − e cos ωt +
e2

2
(3 − cos 2ωt) + ...]

ϕ = ωt + 2e sin ωt − e2

2
(3ωt − 5

2
sin 2ωt) + ...

r = r0(1 − e cos ϕ + e2 cos2 ϕ + ...) = r0/(1 + e cos ϕ)

å�º»º»¾MÍ�¼7ª É ¼7ªP¬¾ ÊË¬¿��,°e³<¿'��¾»¼
a = r0/(1 − e2)

Ü�¼7ªP¬¾ ÊË¬ò¾»©�°�³µ¿'��¾»¼
b = r0/(1 − e2)1/2 Ü�°e³7¾MÃe¾»©h±�¾»¼,Í�º]¿AÆCªC± ½xÌ

ae = r0e + ...
¾»©�®7¯�ªÂ²D°�Æ Ñ ¼

ae
ä&%ÂªPÍ�º»ªP³Cæ ¼ÅÁ�³7¼Y®�º»¿:«�ê

��w"�At@�@�6�e���* Ó{�r3w�É�+ ªC¼7°�©�¿�©�®�äT¼7ªPÆ Ñ º»¿�³\ê ®7ªC³,¬¼PÜ�¿�©�¯�¿�³,¬°�©�¾»Æ.ÆP°e³7³,ªCÆ'®¡¾»°�©�¼
Ö�³7ª�� Ñ ªP©�ÆPÌÀ¼,¯�¾M²�®ÚäTì�°e¾M©�Æ:¿A³7ª'ÊËç�¾»©�±�¼Y®¡ªP±	®<¬ª'®¡¯�°"±mÜm�3ë�ë�¸)Ê\�:ëeí�¸eê

Ω = ω(1 − 3e2/2) = (α/ma3)1/2

äT¼,ªCÆC°�©�±�ÊË°�³7±�ªP³<Æ Ñ ½�¾MÆ�Ü�Á�³,¼,®,ÊÏ°e³7±	ªC³,� Ñ ¿�³,®7¾»Æ:ê
¨ Ñ ®7°e¬¿A®¡¾MÆ:¿�ºMºMÌ�¾»©	ÆCº Ñ ±�ªC±À½�Ì�®¡¯�ªáÍ�³,ªC¼,ªC©�®�¬òªP®7¯�°"±

( r)tvwxu��ew"��r3u)���]y-�E{1u%�ew/.�w"�T|��

r = r0[1 − e cos ωt +
βe2

2
(3 − cos 2ωt) + ...]

ϕ =
√

v1/(3v1 + r0v2){ωt + 2e sin ωt − e2

2
[3(2β − 1)ωt − 2β + 3

2
sin 2ωt] + ...}

mω2 = 3v1/r0 + v2
Ü
β = (2v1 − r2

0v3/6)/(3v1 + r0v2)

r = r′0[1 − e cos χ + (2 − β)e2 cos2 χ + ...] , r′0 = r0[1 − 2(1 − β)e2]

ϕ =
√

v1/(3v1 + r0v2)χ
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√

v1/(3v1 + r0v2) = p/q

Ùá³7¿:û�¾·®\¿A®7¾»°e©�¿�º�Í1°�®7ªC©�®¡¾»¿�º É
β = 1

Ü
p/q = 1Ò�Í�¿A®7¾]¿�ºÈ°e¼,ÆC¾»ºMº]¿A®7°e³ä

v(r) = const + αr2 ê É β = 1/2
Ü
p/q = 1/2

Ü
χ = 2ϕ

äDªCºMº»¾»Í	¼7ª ÆPªC©�®¡ªP³7ªP±�°e© ®¡¯�ª°e³7¾MÃe¾»©�ê
3 ©�º·Ì ®Ë« °Í1°�®¡ªP©�®¡¾]¿Aº»¼ÅÆPº»°e¼,ªÞª)�	¿�ÆP®7ºMÌ�®7¯�ªá°e³7½�¾·®¡¼ÞäTÝ�ªC³Y®¡³¡¿A©�±mæ ¼µ®7¯�ªC°�³7ªC¬hÜm�3ë â Ç�ê

p/q = (1/π)

∫ r2

r1

dr · (L/r2)/
√

2m(E − v) − L2/r2

äTÆPº»°e¼ Ñ ³7ªá¾»©�®7ªCÃe³7¿�º�ê
× ¿�©�ÌÀ°�®7¯�ªC³ÅÁ�ªPº»±�¼µ¬¿:Ì�ÆCºM°e¼7ªÂ®7¯�ªá°e³7½�¾·®¡¼Å®7°¿A©xÌ Á�©�¾M®7ª'ÊÏ°e³7±�ªP³!°�²�Í�ªP³,® Ñ ³7½�¿A®7¾»°e©�®7¯�ªC°e³YÌ

Ý Ñ ®<©�°�®µ¾»©�®7¯�ªáº»¾»¬ò¾M®
� { r)tvw w#4mr3w"��r�r3{5"t��T�At���� �Tu)u)�	r)�D{1�@��� �m�@��z�wxu��T���	~�~@u){64v�T���	r3w"|oz�}ou)�	r)�D{1�@�����m�@��z�w"u%�

§ ©	Á�©�¾·®¡ªPºMÌôäT¿�©�±h±�ªC©	¼7ªCº·Ì	ê7� Ñ ¿A¼7¾·ÊÏÆCºM°e¼7ªP±Ó°e³,½�¾M®7¼ É Á�³7¼,®<¼,¾»Ãe©À°�²ÅÄPÆ\¯�¿�°�¼3Ä
Ê Ò�ªC©	¼7¾M®7¾Mû�ªÚ¿A©�± ¿A³7½�¾·®¡³¡¿A³,Ì±�ªCÍ1ªC©�±	ªC©�ÆPª�°e©À¾»©	¾M®¡¾»¿�º1ÆC°e©�±	¾M®¡¾M°e©�¼Þä

L
Ü
E
ê

Ê ¹�°e¬òÍ Ñ ®¡ªáÆPº»°e¼ Ñ ³7ªÂ¾M©x®7ªCÃe³7¿�ºEØ"«�° Ñ º»±h©�ªPû�ªC³<Ûx©�°3«ð«µ¯�ª'®¡¯�ªP³�¾·®µ¾»¼!³¡¿%®¡¾»°�©�¿�º�°�³!¾»³7³7¿A®¡¾M°e©�¿�º
Ê ú�©�Í	³7°3ûA¿�½�¾»ºM¾M®ËÌ�Ü�ú�©	±�ªCÆP¾»±�¿�½	¾»º»¾·®ËÌ
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E = m1ṙ
2
1/2 + m2ṙ

2
2/2 − Gm0m1/r1 − Gm0m2/r2 − Gm1m2/ |r1 − r2|

m0 ' 2 × 1030Kg
ä6Ò Ñ ©�ê/Ü

m1 ' 6 × 1024Kg
ä6å�¿�³Y®¡¯�ê/Ü

m2 ' 7 × 1022Kg
ä6×Ó°�°�©�ê

G ' 6.7 × 10−11m3/Kg · s2

r1 ' 150 × 106Km
äEÒ Ñ ©�Ê�å�¿�³Y®¡¯�ê/Ü

r2 ' 384 000Km
ä6å�¿�³Y®¡¯�Ê�×Ó°"°e©�ê

Ltot = m1r1 × ṙ1 + m2r2 × ṙ2

ù w��1r3wxu {��� ���:�
E = MṘ

2/2 + mṙ
2/2−

−Gm0m1/ |R − m2r/M | − Gm0m2/ |R + m1r/M | − Gm1m2/r
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r/R ∼ 3 × 10−3 ä (r/R)2 ∼ 10−5 ê

E = MṘ
2/2 + mṙ

2/2 − α/R − β/r − γ[3(rR)2/R2 − r2]/R3

α = Gm0M
Ü
β = GmM

¿�©�±
γ = Gm0m/2

Õ@« °òÆC° Ñ Í	º»ªC±;%ÂªCÍ�ºMªC³Pæ5¼µÍ�³,°e½�º»ªP¬¼
E = E1 + E2 + γv

E1 = MṘ
2/2 − α/R , E2 = mṙ

2/2 − β/r , v = −r2(3 cos2 χ − 1)/R3

q��@{�r)tvwxur)tvu)wxw�y7z�{�|�} ~@u){1z��Dw��<8>=m�v~���r3wxu:y ¦ �	r)�vu%� ù {��v~��Tw

E = m1ṙ
2
1/2 + m2ṙ

2
2/2 − Gm0m1/r1 − Gm0m2/r2 − Gm1m2/ |r1 − r2|

ì�ªP³,® Ñ ³7½�¿A®7¾»°e© É
Gm1m2/ |r1 − r2|

m1 , m2 � m0
¿�©�±

r1
©�°�®!®¡°"°�ÆCºM°e¼7ªÂ®¡°

r2

�Út@w��	1�{1�@u � {m{1���"�68?�Ï{1�@u ~�w"u%�D{�|@�6����r)�Dw��A@mr)t@wCB�u)wxwED��	F�r)tvw� K��z�}v�T{1�@�T�����	F�0�0�0
Ò�¾»±	ªC³¡¿Aº�ÌeªC¿�³ É

T0 = 365.26
±�¿:Ì"¼

Ò�¾»±	ªC³¡¿Aºv×Ó°"°e© É
T1 = 27.32

±�¿:Ì"¼KäD³7°�®¡¿A®¡¾M°e©�¿�½1° Ñ ®!Á6�	ªP± ¼Y®\¿�³,¼\ê
Ò"Ì"©�°"±�¿�º@×Ó°"°e© É ä

T4 = 29.53
±�¿:Ì�¼¡êáäTÆC°�¬K½�¾»©	¾»©�ÃK®7¯�ªÂÌeª:¿A³�¿A©�±h®7¯�ªá¼7¾M±�ªC³7¿�ºv×Ó°"°e©mØ�×h°�°e©�æ5¼µÍ�¯�¿A¼7ªC¼¡ê

ã °"±�¿�ºv×h°�°e© É
T3 = 27.21

±�¿:Ì�¼�ä Ñ ÍÓ¿A©�±Ó±	°)«µ©Ó¿�½1° Ñ ®!®7¯�ªáªCÆCºM¾»Í	®7¾»ÆAØ	³7°A®\¿A®7¾»°e©�°�²@®¡¯	ªÚ¿��	¾M¼ ∼ 18
Ì�ª:¿�³,¼\ê

¨�©�°�¬ ¿�ºM° Ñ ¼µ×h°�°e© É
T2 = 27.55

±�¿:Ì�¼�äT±	ªPû"¾]¿A®7¾»°e©�²D³,°e¬ ªPº»ºM¾»Í�¼,ª�Ü�®7¯�ªá±�³7¾·²�®µ°�²@®¡¯�ªáÍ1ªC³7¾MÃeªCª:ê
Ä:Ò�ªPÆC°e©�±"ÊË°�²]ÊE®¡¾»¬òª�Ä�¿�ÆCÆ Ñ ³¡¿�Æ'Ì É Á�û�ªÚ±	ªCÆC¾M¬ ¿Aº»¼CØ�Õ!¯�ªÚÙá³,ªCªPÛ"¼PßÈ®7¯�ªÞÝÅ¿�½�Ì"º»°e©	¾]¿�©�¼PÜMß·ß·ß7G
�.{1�T�	u �e{m{�u%|@�6�v�	r3w"��É

E = E1 + E2 + γv

E1 = MṘ2/2 + MR2(Θ̇2 + Φ̇2 sin2 Θ)/2 − α/R

E2 = mṙ2/2 + mr2(θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ)/2 − β/r

v = −r2(3 cos2 χ − 1)/R3 , cos χ = sin Θ sin θ cos(Φ − ϕ) + cos Θ cos θ
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1!�Tu%�Prò{�u%|@wxu{H�µr)tvw ~�wxu3r)�vu%z@�	r)�D{1��r)tvwx{1u3}

I ���ew"��r3u%�T���Dr/} �Cwxu%�Tw"��É
R0 = L(0)2/Mα

Ü
Ω2 = α/MR3

0

äTåÈ¿A³,®¡¯ Í�ªP³7¾M°�± ∼ 365
±�¿:Ì�¼¡êÞ¿A©�±

e1 = (1 −
2R0 |E1| /α)1/2 ä6å�¿�³Y®¡¯ÀªCÆPÆCªC©�®7³7¾»ÆP¾M®ËÌ e1 = 0.017

ê

R(0) = R0[1 − e1 cos Ωt +
e2
1

2
(3 − cos 2Ωt) + ...]

Φ(0) = Ωt + 2e1 sin Ωt − e2
1

2
(3Ωt − 5

2
sin 2Ωt)...]

Θ(0) = π/2

J w"�T��r)�D�1w�� {�r3�T{1��8
r0 = l(0)2/mβ

Ü
ω2 = β/mr3

0

ä
ω � Ω

Øv×Ó°"°e©mæ ¼�Í1ªC³7¾M°�± ∼ 27
±�¿:Ì"¼\ê'Ü�ªCÆCÆPªC©�®¡³,¾»ÆP¾M®ËÌ

e2 = (1 − 2r0 |E2| /β)1/2 ä6×Ó°"°e©mæ ¼!°e³7½�¾·®µªCÆPÆCªC©�®7³7¾»ÆP¾M®ËÌ e2 ' 0.055
ê

Õ!¾»º·®¡ªC±�²D³7¿�¬ª É
ϕ′ = ϕ − 1

4
θ2
0 sin 2ϕ + ... = ωt + 2e2 sin ωt − 1

4
θ2
0 sin 2ωt + ...

θ′ = π/2 − θ0 sin ϕ + ... = π/2 − θ0 sin ωt + ...

r′ = r = r0(1 − e2 cos ωt + ...)

¨�©�°A®¡¯�ªP³<Í1ªC³Y® Ñ ³,½�¿A®7¾»°e©ÀÍ�¿�³7¿�¬òªP®¡ªP³ É ®7¾»º·®¡¾»©	Ã¿�©�ÃeºMª

θ0 = 5◦ = π/36

�.wxu3r)�@u)z@�	r)�D{1��r)tvwx{1u3}K8 Ò�¾L�ÀÆP°�°�³7±�¾M©�¿A®¡ªP¼
R , Θ , Φ

Ü
r , θ , ϕÕ�³,¾»Í�ºMª�¼,ªC³7¾MªC¼!ª)�	Í�¿�©�¼7¾M°e© É ªCÆPÆCªP©x®7³7¾MÆC¾M®7¾»ªP¼áä

e1,2
ê/Ü	¾»©	ÆCº»¾M©�¿A®7¾»°e©öä

θ0
êÅ¿�©	±

γ
Ê�¾»©�®¡ªP³¡¿�Æ'®¡¾M°e© ä�M ªC¾MªC³7¼Y®¡³7¿�¼7¼PÜ�Ò"« ª'Ê±�ªC©;%Â¾»©�Ã	æ5¼!ÆP°e©�®¡ªC¼Y®/ê

N ªC³,°�®¡¯À°e³,±�ªC³ É
γv/(α/R) ∼ 10−7 Ü�¾»©	±�ªCÍ1ªC©�±	ªC©�®O%ÂªPÍ�º»ªP³Cæ ¼<Í	³7°e½�ºMªC¬ ²D°e³Å®¡¯�ªÞå�¿�³Y®¡¯

γv/(β/r) ∼ 10−3 Ü r′ Ü θ′ Ü ϕ′
¿A©�±hÁ�³7¼,®YÊË°e³,±�ªC³µÆP°e³7³,ªCÆP®7¾»°e©	¼

r = r′ + γr1 + ...
Ü
θ = θ′ + γθ1 + ...

Ü
ϕ = ϕ′ + γϕ1 + ...

N ªC³,°�®¡¯À°e³,±�ªC³µ¾»©À¾M©x®7ªC³7¿�ÆP®7¾»°e© É åP�"®7ªC³7©�¿�º�Á�ªCºM±
R(0) = R0 , Θ(0) = π/2 , Φ(0) = Ωt

Ü
r (0) = r0 , θ(0) ' π/2 , ϕ(0) = ωt

J w"�:�@�Dr)�A8
r1 = −(2r4

0/βR3
0) cos 2ωt , ϕ1 = −(5r3

0/4βR3
0) sin 2ωt

1�u%w ñ �vw"����}o�:t@�Q�6r
ω′ = ω(1 − γr3

0/2βR3
0) = ω(1 − Ω2/4ω2)

Ω/ω ' 1/13
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ω′
¿�©�±

γ
ÊËÆP°e³7³,ªCÆP®7¾»°e©

δω/ω = −Ω2/4ω2 Ü�¼YÌ"±�ªC³7¿�º�×Ó°�°�© T1
ä
27.32

±�¿:Ì"¼\ê
+ °A®\¿A®7¾»©�ÃK²D³7¿�¬ª

ω′ − Ω
Ü�¼,Ì"©�°"±�¿�º@×Ó°"°e©

T4
ä
29.53

±�¿:Ì"¼\ê
¹�°e³7³,ªCÆ'®¡¾»°�© É

z
ÊË°�¼7ÆC¾Mº»º»¿A®¡¾M°e©mÜ

ω̃2 = ω2 + Ω2 = ω′2(1 + Ω2/2ω2) + Ω2 äD³7°�®¡¿A®¡¾M©�ÃK²D³¡¿A¬ª:ê
ã ª'«!®¡°e©mæ ¼<ÆC°e³,³7ªCÆ'®¡¾M°e© É

δω/ω′ = 3Ω2/4ω2 Ü�©	°�±�¿Aº@×Ó°�°�© T3
ä
27.21

±�¿:Ì"¼\ê
Ö�³7ª�� Ñ ªP©�ÆPÌ

δω
º»ªC¿�±�¼Å®¡°

4ω/3Ω2 ' 18
Ìeª:¿A³7¼<°�²�×h°�°e©�æ5¼µ°e³,½�¾M®!Í	º]¿�©�ªÂ³,ªP®7³7°eÃe³7¿�±�ªá¬ò°�®¡¾M°e©

¨�©�°�¬ ¿�ºM° Ñ ¼×Ó°"°e© É ÆP°e³7³,ªCÆP®7¾»°e©
3Ω2/2ω2 ∼ 0.008

¿�Í�Í	º»¾»ªP±�®7°
ω′

ä
27.55

±�¿3Ì"¼PØ�²T¿�ÆP®7°e³
2
Ø ∼ 1.7

½�Ì±mæ ¨�º»ªP¬K½1ªC³,®<¿A©�±ö¹�º»¿�¾»³7¿ Ñ ®CÜ ∼ � â ÔAî�ê
J w"�Pr3u%�T��r3w"|��.wxu3r)�vu%z@�	r)�D{1���
è�ªCº»¿ Ñ ©�ª'Ì ∼ �3ëeàeî Ñ ÍÀ®¡° ∼ 500

®¡ªC³,¬¼�G<ä ∼ 2000
Í�³,¾»©�®µÍ�¿�ÃeªP¼\ê

é�¾Mº»º ∼ �3ë�ëeîhäT³7°A®\¿A®7¾»©�ÃK²D³7¿�¬ª:êì�°e¾M©�Æ:¿A³7ª ∼ �3ëeíeî	Ø�Ò"«�ªP±�ªC©�æ5¼U%á¾M©�ÃÆC°�©x®7ªC¼Y®:Ø�¼,®¡¿�½�¾»ºM¾M®ËÌ°�²@®¡¯�ªÞì�º]¿�©	ªP®\¿A³,ÌÀÒxÌ�¼Y®¡ªP¬
M�ªP¾»ªP³7¼,®7³¡¿�¼,¼<¿�©�± Ò Ñ ©�±�¬¿�©
ì�°e¾M©�Æ:¿A³7ª'Ê�×Ó¾M®,®\¿�Ã%Ê�ç�ª�VòªC³

4
Ì�ª:¿�³,¼µ¬¾M¼,®\¿AÛ�ª ∼ �3íeîeîÙ Ñ ®-�P«µ¾Mº»ºMªC³�ª'®�¿�º ∼ �3íeëeî	Ø�� Ñ ¿�¼7¾ ÊÏ²T¿�¾Mº Ñ ³,ª�Ø ¦ �D{6" �e{��1��wxu)��w"���ewFS"�wx��D��������@u)����}F����T��{�u%�Dr)t@�W�

×Ó°"±�ªC³,©ÓÆP°e¬Í Ñ ®¡ªP³7¼ É �3í�àeî%Ê\�:íeëeî�äT¿�¼7ªPº»ªC©	¾��:¿%®¡¾»°�©�ê
�.{1�T���e�	u%wÓ���@|or)t@w �'"Kwx��D �h�%tv��{1�

4
ä6¿�Í	Í�¿�³7ªP©�®/ê�² Ñ ©�±�¿A¬ªP©x®¡¿�ºm²D³7ª�� Ñ ªC©�ÆP¾»ªP¼Kä

Ω , ω′ , γ
ÊËÆP°e³7³,ªCÆ'®¡¾»°�©�¼\ê/Ø�³7°�®¡¿A®¡¾M©�ÃK²D³¡¿A¬ª

Ò�°eº Ñ ®¡¾M°e©�º»°"°eÛx¼W� Ñ ¾M®7ªáªC³7³7¿A®¡¾MÆòäT¬¿�¾»©�Í�¿A®7®7ªC³7©ÀÍ�º Ñ ¼µ¾»©	Á�©�¾M®7ªCºMÌ¼7¬¿�ºMºEÜxÁ�©�ªáº]¿�ÆPªP« °e³7Ûx¾M©�Ã�G ê
ì�°e¾M©�Æ:¿A³7ªÄXM ª:¿�Û�Äá¹�¯�¿�°e¼
Ò�¬¿�º»º�ÆC°e©�®¡³,¾»½ Ñ ®¡¾»°�©�¼µ¿�³7ªÂ¾M¬Í1°e³Y®\¿�©�® É����:� ���6��wxu)u%{�u{�� I ��u3r)tYF�� z��D�Z�Ï���6�T�@u)wÓ{�� � {�{�� G
ä
1
Û"¬ °e©Ó×Ó°�°�©mÜ�°e©�ªá¼7ªPÆC°e©	±Ó°�²@®¡¾M¬ªAÜ

2′′
Ü
105 ¿�ÆCÆ Ñ ³¡¿AÆPÌHG ê

� �T�:�:�T�v���T��r3wx��u)���6�AF��T���'r3��z��6�T�Dr3�Tw"�	Fmr)tvw����Pr:u%{1�v���h�Atv��{1�

6
±�ªCÃ�³7ªCªP¼�°A²�²D³,ªCªC±	°e¬`¾»©

3
ÊÏ½�°"±	Ì Í�³7°e½	º»ªC¬ ¿�©�±h°e©�º·Ì

4
¾»©�®7ªCÃe³7¿�º»¼Þä

E
Ü
Ltot

ê
¨�³,ªá®7¯�ªC³,ªá°�®¡¯�ªP³µ¾»©�®¡ªPÃe³¡¿�ºM¼[�
ã °\G»ä6Ý�³ Ñ ©�¼YÊËì�°e¾M©�Æ:¿A³7ªÂ®¡¯�ªP°e³7ªP¬�êáäT¿�º»ÃeªP½�³¡¿A¾»Æ�¾M©ÀÍ�¿�³¡¿A¬ª'®¡ªC³,¼\ê
ã °e©"Ê�¿�©�¿:Ìx®¡¾MÆC¾·®ËÌ É

ϕ̇
ûeªP³,Ì ¯�¾MÃe¯ °3ûeªP³�®¡¯�ª�Í1°eº»ªWä

θ = 0
ê/Ü�¼ Ñ ±�±�ªP© Æ\¯�¿�©�Ãeª�°�²á®7¯�ªö®¡³7¿��,ªCÆ'®¡°e³YÌ ¿�ºM°e©�Ã�¿º»°e©	Ãe¾M® Ñ ±�¾»©�¿�º�ÆP¾»³,ÆCº»ª

§ ©�¼,®¡¿�½�¾Mº»¾M®7¾»ªP¼CÜ�ÄP¼,®7³7°e©�Ã�ÄáÆ\¯�¿A°e¼
+ ¿%®¡¯�ªP³!¼,®¡³7¿�©�Ãeªáª)��®7ªC³,©�¿�ºvÍ�ªP³,® Ñ ³7½�¿%®¡¾»°�©�¼
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 h{�r{1�@�D} ù tv��{1� pT"�wx��D {1u �Pr3u){1�@�m�

§ © ¿A±�±�¾M®7¾»°e© É
Ê ¿Ãe³7ªC¿A®<±�ª:¿�º�°�²�Í�³,°eº»¾·²DªC³7¿A®¡¾M©�Ã�ÆP°e©�®¡³7¾M½ Ñ ®7¾»°e©�¼
Ê ûA¿�©�¾»¼,¯�¾»©	Ã±�ªC©�°�¬¾M©�¿A®¡°�³7¼CÜ	³7ªC¼,°e©�¿�©	ÆCªC¼PÜ�±�¾Mû�ªC³7Ã�ªC©�ÆP¾»ªC¼
Ê ®¡¾M¬ª/ÊËÆC°�©�¼ Ñ ¬ò¾»©	Ã]� Ñ ¼,®µ²D°e³!ÛAªCªPÍ�¾»©�Ã�®¡³7¿�Æ\Û�°�²@®¡¯	ªC¬ äTÍ�¿�³¡¿�ºMº»ªPº�ÆP°e¬Í Ñ ®¡¾M©�ÃE�)ê
Ê ¬°�³7ª�ÆP°e¬òÍ Ñ ®¡¾M©�Ã®7¾»¬òªÚ®7¯�¿�©ö®¡¯	ªK³7ªC¿�ºEÜ�©�¿A® Ñ ³¡¿�º@Í�³7°"ÆCªP¼7¼òäD¬°e³,ª�Í�³,°eÃe³7¿�¬ ½	¾M®¡ªP¼�®7¯�¿�© © Ñ ¬�½�ªP³.°�²½�¾M®7¼!Í�³7°"± Ñ ÆPªC±�ê
Ê ÄCú�©	ÆC°e¬òÍ Ñ ®¡¿�½�¾»ºM¾M®ËÌ�ÄAÜ�Ä:¹�°e¬òÍ Ñ ®¡¿A®¡¾M°e©�¿�º § ³7³7ªP± Ñ ÆP¾»½�¾Mº»¾M®ËÌ�ÄAÜ�Ä § ©�®¡³7¿�ÆP®¡¿�½�¾Mº»¾M®ËÌ�Ä

�3�3� q �@w#"su){1�vr:wÓr3{ ñ �@����r)�Dóx�6�v� r3t@w õh}v|vu){1��w"� �	r3{1�
q �P~�w����D���Å���D���:�C�6�e���È��{�r)�D{1�Y8 Í�¿�¼7¼,¾»©�Ã®7¯�³7° Ñ Ãe¯h®7¯�ªáÆCªP©x®7³7ª

E = mṙ2/2 + L2/2mr2 − α/r

L = 0
Ü
E = −α/r0

3 ¼7ÆC¾Mº»º»¿A®¡¾M°e©�¼�½1ªP®Ë« ªCªP©
0
¿�©�±

r0
¿�³7° Ñ ©�±

r0/2

u̇2 + ω2(u − 1)/(u + 1) = 0 , r = r0(1 + u)/2 , ω2 = 8α/mr3
0 = 8 |E|3 /mα2

Ò�°eº Ñ ®¡¾M°e©
2 arcsin

√

(1 − u)/2 +
√

1 − u2 = ωt
Ü −1 < u < 1

Ü�Í1ªC³7¾M°�±	¾»ÆC¾·®ËÌeÜ
ω/2

^ �v����r)�Dó��	r)�D{1�

mρ̇2/2 + mω2ρ2/2 + ... − α/r0 = 0

é�¿�³,¬°�©�¾»Æ.°�¼7ÆC¾Mº»º»¿A®¡°e³

~ω(n + 1/2)/2 = α/r0 , ~ωδn/2 = |E|q , δn = n

|E|q =
mα2

2~2n2

¨�©�¯�¿�³7¬ò°e©�¾MÆ.ÆC°e³,³7ªPÆP®¡¾M°e©�¼PÜ�²D³7ª�� Ñ ªP©�ÆPÌh¼,¯�¾M²�®CÜ�³7ªP©�°e³7¬¿�ºM¾��:¿%®¡¾»°�© °�²�ªC©�ªP³7Ã�Ì�Ü�ªP®7Æ
ù ���Cw

L 6= 0

r0 = L2/mα , mω2 = α/r3
0
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E = mṙ2/2 + (α/2r3
0)(r − r0)

2 + ... − α/2r0 , ~ω(n + 1/2)/2 = α/2r0 + E

L2/2I = L2/2mr2
0 = α/2r0 = Energy

~ω(Energy)δn/2 = Energy

Energy =
mα2

2~2n2

¹�º»°e¼,ªC±h°e³7½	¾M®¡¼PÜ�ªX�	¿�Æ'®µ²D°e³7¬ Ñ º]¿
q ��w"�vw"u)�����ew��1r3u)����y_.�w��T|o~�{�r3w"��r)�D���

v(r)

−L2/mr3
0 + v1 = 0 , Energy = L2/2mr2

0 = v1r0/2

r0(Energy)

ω2 = 3v1/mr0 + v2/m

~ω(Energy)δn/2 = Energy

~
2[3v1(Energy)/mr0(Energy) + v2(Energy)/m]n2/4 = Energy2

¨�Í�Í	³7°`��¾»¬¿A®¡ªAÜ�°eÍ1ªC©h°e³7½�¾·®¡¼
�)a qb�Ïw#"k�e{1�W��w"��r)�K{1� ù tv��{1�

� å�©	±�º»ªP¼7¼<°e³7½�¾·®¡¼!©�ª'ûeªP³�³,ªCÍ1ª:¿A®7¾»©�Ã
¸ Ò�ªC©�¼,¾M®7¾Mûeªá±�ªPÍ�ªP©�±�ªP©�ÆCªÚ°e©Ó¾M©�¾M®7¾]¿�º�ÆP°e©�±�¾·®¡¾»°�©�¼Þä6çmÌ�¿AÍ Ñ ©�°3ûÀªX��Í1°e©�ªP©x®7¼\ê
Ç ã °e©�ÊÏº»¾M©�ª:¿�³,¾M®7¾»ªC¼
Î ç�°eÃe¾M¼,®7¾»Æ�¬¿�Í�¼PÜ�½�¾·² Ñ ³7ÆC¿A®¡¾M°e©�¿�©�±ÀÖ�ªP¾»ÃeªP©"½�¿ Ñ ¬ © Ñ ¬�½�ªP³Þä ∼ 4.67

Ø
xn+1 = Lxn(a− xn)

Ø�³¡¿A®7¾»°K°A²@®Ë« °¼ Ñ ÆPÆCªP¼7¼7¾·ûeª�ç�æ ¼�ê
Ô Ö�³7¿�ÆP®¡¿�ºm±�¾M¬ªP©�¼7¾M°e© ä

r = 3n Ü N = 4n
É
N = rD Ü D = ln 4/ ln 3 = 1.26

Øc%�°"Æ\¯mæ ¼�Æ Ñ ³,û�ª3ê
à ¹�ªCº»º Ñ º]¿A³!¿ Ñ ®7°e¬ ¿%®\¿
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¹�¯�¿�°e¼ÚäD°eÍ�ªP©Ó°�³7½�¾·®¡¼CÜ	Ãe³7ªC¿A®!ûA¿�³7¾»¿�½�¾»ºM¾M®ËÌ�¾M©h¼,¬ ¿Aº»º�®7¯�¾»©	Ãe¼Å«µ¾M®7¯h¯ Ñ Ã�ªÚÆP°e©�¼7ª�� Ñ ªC©�ÆPªC¼¡ê
ú�©�Í	³7°3ûA¿�½�¾»ºM¾M®ËÌ�Ü Ñ ©�±	ªCÆC¾M±�¿�½�¾Mº»¾·®ËÌ�äDÆCº»°�¼7¾»©	Ã°e³7½�¾·®¡¼¡ê
§ ©�®¡³¡¿AÆP®\¿A½�¾»ºM¾M®ËÌeÜ Ñ ©�ÆP°e¬Í Ñ ®\¿�½	¾»º»¾·®ËÌ¿�©�±hÆC°e¬òÍ Ñ ®¡¿A®¡¾M°e©�¿�º�¾»³7³,ªC± Ñ ÆC¾»½	º»¾»ºM¾M®ËÌÓäTÇ%ÊË½1°�±�Ì Í�³,°e½�ºMªC¬ ê
ú�©�¾·ûeªP³7¼¡¿Aº»¾M®ËÌ�ä ã ¿A® Ñ ³,ªá¾»¼µ¿�ú�©�¾·ûeªP³7¼¡¿Aº@× ¿�Æ\¯�¾M©�ª�Ü�ªC¬ Ñ º]¿A®7ª.ªPû�ªC³YÌ"®7¯�¾»©	Ãxê

^ �@w"�Pr)�D{1���
� M ¯�¿A®�¿�½1° Ñ ®!²D³7¾MÆP®7¾»°e©� ä6å�¿�³Y®¡¯mÜ�ºM°e¼7ªP¼

6
¬¾M© Ñ ®¡ªC¼!Í1ªC³µÆPªC©�® Ñ ³YÌ	ê

¸ M ¯�¿A®<¿A½�° Ñ ®!®¡¯�ªÂªXg�ªPÆP®<°�²v®¡¯�ªá°�®7¯�ªC³µì�º»¿�©�ªP®7¼!°e©Ó×Ó°"°e©mæ ¼!¬°�®7¾»°e©c� ä�®¡¾»¬òª'ÊÏ¼7Í�¿AÆCª.¼Y®¡°"Æ\¯�¿�¼,®7¾»ÆÂÍ1ªC³Y® Ñ ³�Ê½�¿A®7¾»°e©�ê_�
Ç M ¯�¿A®�¿�½�° Ñ ®µ®¡¯�ªáÆC° Ñ Í�º»ª Ð�Ñ Í	¾M®¡ªP³YÊ�Ò	¿A® Ñ ³7©��äTç@¿AÍ�º]¿�ÆPª

2 : 5
³,ªC¼7°�©�¿�©�ÆPª�Ü Ð�Ñ Í�¾·®¡ªC³

12
Ì�ª:¿�³,¼CÜ�Ò	¿A® Ñ ³7©

30ÌeªC¿�³7¼¡êh�
Î ¨�©�°�®7¯�ªC³@³7ªP¼7°e©�¿A©�ÆCªAÜ�×Ó°"°e©mæ ¼vªPûeªP³YÊÏ¼,®\¿A³7¾»©	Ã�¼,¾»±�ª�ä6çv¿�Ã�³¡¿�©�Ã�ª�Ü)±�¾»¼Y®¡°e³Y®¡ªP±K×Ó°"°e©mÜ3®7¯�ª ÆP° Ñ Í�ºM¾»©�Ã	Ü3Í�¾»©�ÊÏ±�°3«µ©®¡¯�ªá¬ò°�®¡¾M°e©mØ�ÙÞ¿ Ñ ¼7¼<¿�©�±�®¡¯	ªÞ½	º»°"Æ\Û"¾M©�Ã°�²�®¡¯�ªáÍ�¯�¿A¼7ª3ê
Ô Õ!¯�ªKÃe³,ª:¿A®.¿�©�¿�ºM°eÃ�ÌÀ«µ¾M®7¯ô¹ÅèWMïæ5¼òäD°e³ÂÒ�è7Mïæ ¼\ê/ØvÍ�¾»©�©	¾»©�Ã�Ü�ÆP°e¬¬òªC©	¼ Ñ ³7¿A®¡ªAÜ�¾»©	ÆC°e¬ò¬ªP©�¼ Ñ ³¡¿A®7ª�Ü�°�³7±�ªP³Í�¿�³7¿�¬ª'®¡ªP³CÜ�¼YÌ�¬ò¬òªP®¡³YÌ�½�³,ª:¿�Ûx¾»©	Ã�Ü�ÙÂ°eº»±�¼Y®¡°e©	ªÂ¬°"±�ªC¼PÜ�ªP®7Æ�Ü�ª'®¡Æ
à è�¾»Í1°eº]¿A³áä6¿�©	±h¬ Ñ ºM®7¾»Í1°eº]¿�³¡ê�ÆP° Ñ Í�ºM¾»©�Ã
â M ¯�¿A®�¿�½1° Ñ ®µ³7ªPº]¿A®7¾Mû"¾»¼Y®¡¾MÆ�ÆC°�³7³7ªPÆP®7¾»°e©�¼-�Wä

v/c ∼ 10−5 ê
ë N ªCªC¬¿�©Àª�g�ªCÆ'®�²D°�³µé<Ì"±�³7°�ÃeªC©Ó¿A®¡°�¬ÓÜ�¼7ªC¬ò¾»ÆPº]¿�¼,¼7¾MÆ:¿�º�°e³7½�¾·®¡¼PÜ�� Ñ ¿�©�®¡¾��:¿A®7¾»°e©
ßMß·ß·ßMß·ßMß·ß·ßMß

qi hw#" J w"�Cwx��u%�%t �Úu){���u%���

�P���1w"�Pr)�D���	r)�D{��@��T��r3{ �A�P��r3u)����r3�	z��T�6��r/}��ò���@| ���h�@�e{1��~��vr3�	z��T�6��r/}��{�µr3t@w
3
y\ K{m|v}��Þu%{�z��Tw"�

j
© k_l[m#npo&qsrtl	u	nwvTxtl'y{ztz�|&}T~t�p�t�#~������w���t���t� �����L�t����� ��� �����t� ���


