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Û�ÜOÝÁÞ»ß�ÞIà,Ý7áâCãMÜ�äAåÎæ¡ÞIç,ç
m
ÞIè	é�âCä"äjà7é�áMèpÞAÝ7Ü

x(t) ê Ü.ç7ë ê�ì ÜCâOÝ7ÜCé�Ý�äKÞIèíÜCãÞIç,Ý7áâ<åDäjà7âOÜ −kx î ÞÍåDà,áâ'Ý�áäIètåDäjà,âCÜ
−αẋ

ÞIè�é�ÞIèÜ/ï�Ý7ÜCà,èpÞIã	åDäjà,âCÜ
f(t) ð k é�ÜCè	äIÝ�ÜOç�Ý7ñ�Ü�ÜOã]ÞIçXÝ�áâÄåDäjà7âOÜ�âCäIè�ç,Ý�ÞIèvÝÄÞIè�é α

áMçhÝ�ñ�Ü�åDà7áâ'Ý�áMäjè»âOä�Ü'òpâCáMÜCèvÝ:ó
ô!ñ�Ü�âCäjà,à7ÜOç7ß1äjè�é�áMè�õtÜOö�ëpÞAÝ�áMäjè÷äIådætäIÝ7áäjè�à,Ü:ÞIé	ç

mẍ + kx + αẋ = f . ø �)ù
úbÜ�áMèvÝ�à7ä"é�ë�âOÜûÝ�ñ	ÜºåDà7ÜCö�ë�ÜOè�âOü

ω
õIáMýjÜOè ê ü ω2 = k/m

ÞIè�éþãMä�äjÿxåDäjàíÞVç7äjãMë	Ý�áMäjè
x = ξe−λωt ó��päjà

α/2mω = λ � Ü©ä ê Ý\ÞIáMè
ξ̈ + ω′2ξ = (f/m)eλωt , ø�� ù

� ñ�ÜCà,Ü ω′ = ω(1 − λ2)1/2 ó}ú·Ü�áèvÝ�à,ä�é�ë	âCÜ
η = ξ̇ + iω′ξ � ñ�áâ\ñÚä ê ÜOü"ç

η̇ − iω′η = (f/m)eλωt , ø�� ù
ÞIè�éÚãä"äjÿ�åDäjàÁÞç7äjãMë	Ý�áMäjè

η = ueiω′t ó�ú·Ü¹òpè�é÷Ý�ñ�Ü�è�Ü � ÜOö"ë�ÞAÝ�áMäjè
u̇ = (f/m)e−iω′t+λωt , ø�� ù

� ñ�äjç,ÜÍç,äjãë	Ý7áäjè�áMç
u =

∫ t

0
dτ(f/m)e−iω′τ+λωτ + u0 , ø�	 ù

� ñ�ÜCà,Ü u0

áç�Ý7ñ�Ü�áè�áªÝ�áÞIãÂâOäjè�é�áªÝ�áMäjè ó�
 ÝÁåDäjãMãä � ç

η =
∫ t

0
dτ(f/m)eiω′(t−τ)+λωτ + u0e

iω′t , ø�� ù
ÞIè�é

ξ = (1/ω′)Imη î�������
ξ =

1

ω′

∫ t

0
dτ(f/m)eλωτ sin ω′(t − τ) +

1

ω′
|u0| sin(ω′t + ϕ) , ø�� ù
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� ñ�ÜCà,Ü ϕ
áMçÁÞIè áMè�áMÝ7á]ÞIãrß�ñ�ÞIç7ÜAó'�háMèpÞIãMãMü � Ü�ä ê Ý\ÞIáMè÷Ý7ñ�Ü�âCä"äjà7é	áèpÞAÝ7Ü

x =
1

ω′

∫ t

0
dτ(f/m)e−λω(t−τ) sin ω′(t − τ) +

1

ω′
|u0| e−λωt sin(ω′t + ϕ) . ø�( ù

úbÜ�â\ñ�ä"äjç,Ü
u0 = 0

ÞIè�é÷õjÜ'ÝÁÝ�ñ�Ü¹åDäjà,âCÜCéÚäjç,âCáãMã]ÞAÝ7áäjè	ç � áªÝ�ñ ÞAÝ7Ý7ÜCè�ëpÞAÝ7áäjè

x =
1

ω′

∫ t

0
dτ(f/m)e−λω(t−τ) sin ω′(t − τ) ø�) ù

ÞIè�é
ẋ =

1

ω′

∫ t

0
dτ(f/m)e−λω(t−τ)[−λω sin ω′(t − τ) + ω′ cos ω′(t − τ)] , ø ��*vù

� ñ�áâ\ñ ê äIÝ�ñ÷ç�Þ%Ý�áçXå¿üíÝ�ñ	Ü©áMè�áMÝ7á]ÞIã1âCäIè�é�áMÝ7áäjè	ç x(0) = 0
ÞIè�é

ẋ(0) = 0
ó}ú·Ü©õIÜOÝ<ÞIãMç7ä

ẍ = f/m − 1
ω′

∫ t
0 dτ(f/m)e−λω(t−τ)[(1 − 2λ2)ω2 sin ω′(t − τ)+

+2λωω′ cos ω′(t − τ)] ,
ø �j�)ù

åDäjàKÞAâCâCÜOãÜOà�ÞAÝ7áäjè î+� ñ�áâ\ñxäjà,áõjáMèpÞIãMãMüºÜOö�ëpÞIãçÍÝ�ñ�ÜíÜ/ï"Ý�ÜCà,èpÞIã�ÞIâCâOÜCãÜOà�ÞAÝ7áäjè
ẍ(0) = f(0)/m

ó-,<ç7ëpÞIãMãMü î Ý�ñ	ÜépÞIæÀß�áè	õßpÞIà�ÞAætÜ'Ý�ÜCà
λ
áç!ç7ætÞIãMã ø λ � 1

ù î ç7äÝ�ñ�ÞAÝ � Ü�ætÞ3üíà7ÜCß	ã]ÞIâOÜ ω′ áMè�Ý�ñ�Ü©Þ ê ä3ýjÜ�ÜCö�ëpÞAÝ7áäjè	ç ê ü ω
ó

. / Ê�ÈdÏOÇÀË�ÏCÉ Ê'0¡ÒÎÊ�ÈhÕ÷Ñ©Ð21%Ç©ÈhÉ�Ê

ú áMÝ7ñ÷Ý7ñ�Ü�è�äIÝ�ÞAÝ�áMäjè�ç�áMè�Ý7à7ä"é�ë�âOÜCé Þ ê ä3ýIÜ � Ü©æ¡Þ:üíà,Ü � à,áMÝ�Ü�ÜOö"ë�ÞAÝ�áMäjè ø �)ù ÞIç

ẍ + ω2x + 2λωẋ = f/m , ø � � ù
ÞIè�é ÞIç7ç,ë�æÀÜÍÞß1ÜCà,áä"é�áâ.Ü/ï"Ý�ÜCà,èpÞIã åDäjà,âCÜ©ÞIçÁõjáªýjÜCè ê ü

f = f0 cos ω0t . ø � � ù
ô!ñ�Ü<ç7äjãMë	Ý�áMäjè

x(t)
äIåÂÝ�ñ�ÜÁÜCö�ëpÞ%Ý�áäIè ø � � ù áç�ä ê Ý\ÞIáMè�ÜCéåDà7äIæ ø�) ù ê ü�áMè�Ý7à7ä"é�ë�âOáè�õ¹Ý�ñ	ÜCà7ÜÁÝ�ñ	áç}åDäjà,âCÜ�ÞIç�õjáMýIÜCè

ê ü ø � � ù ø åDäjà}ýAÞIè�áMç7ñ�áMè�õ¹áè�áªÝ�áÞIã�âOäjè�é�áªÝ�áMäjè�ç ù óhô!ñ�Ü<ç�ÞAætÜ!ç,äjãë	Ý7áäjèáMç�ÞIãç,ä�ä ê Ý\ÞAáè�ÜOétÞAç x = x0 +x1 î3� ñ�ÜCà,Ü
x0

áç�Ý7ñ�Ü�ç,äjãë�Ý�áäIè©äAå	Ý�ñ	Ü�ñ�äIætäjõIÜCè�ÜOäjë�ç@ÜCö�ëpÞAÝ7áäjèÍÞIè�é
x1

áç@ÞÁßpÞIà,Ý7áâOë�ã]ÞIà�ç,äjãë�Ý�áäIè©äAå	Ý�ñ	Ü�áè	ñ�äjæÀäjõjÜCè	ÜCäjë�ç
ÜCö�ëpÞAÝ7áäjè�ó4
 Ý�áMçÁÜ:ÞIçXüÚÝ7ätâ\ñ	ÜCâ\ÿ÷Ý�ñpÞAÝ

x0

áMçÁõjáMýIÜCè ê ü x0 = ae−λωt cos(ω′t + α) î5� ñ�ÜOà7Ü©Ý�ñ�ÜÍÞIæÀß�ãáªÝ�ë�é�Ü aÞIè�éÚÝ�ñ�Ü©ß�ñpÞIç,Ü
α
ÞIà7Ü©è�äIÝ<üjÜ'Ý�é	ÜOÝ�ÜOà7æÀáè�ÜOé ó!ô!ñ�ÜÍßpÞIà,Ý7áâOë�ã]ÞIà!ç,äjãë�Ý�áäIèÚäAå}Ý�ñ�Ü©áè	ñ�äjæÀäjõjÜCè	ÜCäjë�çÁÜOö"ë�ÞAÝ�áMäjè

à7ÜCÞIé�ç
x1 = b cos(ω0t + β) î&� ñ�ÜCà,Ü

b = f0/m√
(ω2−ω2

0
)2+4λ2ω2ω2

0

,

tanβ = 2λωω0

ω2

0
−ω2 .

ø � � ù

ô!ñ�Ü�ß�ñpÞIç,Ü
β
áçÁÞIã � Þ:ü"çÁè�ÜCõjÞAÝ�áªýjÜ î −π < β < 0 î�������

sin β = −2λωω0/
√

(ω2 − ω2
0)

2 + 4λ2ω2ω2
0 ,

cos β = (ω2 − ω2
0)/

√

(ω2 − ω2
0)

2 + 4λ2ω2ω2
0 ,

ø � 	 ù
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ç7äxÝ�ñ�ÞAÝíÝ�ñ	Ü�ßpÞIà,Ý7áâOãÜûãÞIõjõjçíÞIã � Þ:ü�ç ê ÜCñ	áè�é Ý7ñ�Ü�Ü'ï"Ý�ÜOà7èpÞAã.åDäjà7âOÜIó ô!ñ�Ü ÞIætß	ãáMÝ7ë�é�Ü
b
áMçíæ¡Þ)ï	áMæ¡ÞAãÁåDäIà

ω0 = ω(1 − 2λ2)1/2 ó9�päjà λ � 1
Ý�ñ�Ü�à,ÜCç7äIèpÞIè�âOÜ©ä"âCâOë�à7çÁåDäjà

ω0 = ω
ó�Û�ÜOÝ

ω0 = ω + ε ð Ý�ñ	ÜCè
b = f0/2mω√

ε2+λ2ω2
,

tan β = λω/ε .

ø � � ù


�èuÝ�ñ	ÜºÞ ê ç,ÜCè�âOÜºäIå.Ý7ñ�Üûé�ÞIætß	áè�õ Ý�ñ�Ü ß�ñpÞIç,ÜûäIå�Ý�ñ�Ü äjç7âOáããÞAÝ�áMäjèxë�è�é	ÜCà7õIä�ÜOçíÞ ì ë�æÀß Þ%Ý¡à,ÜCç7äIèpÞIè�âOÜ ø bâ\ñpÞIè�õIÜCçÁÝ�ñ�Ü�ç7áMõjè ù î8� ñ�áãMÜ.Ý�ñ�Ü¹é�ÞIætß	áè�õç,ætä"äIÝ�ñ	ç�Ý�ñ�áMç ì ë	ætß÷äjë	Ý ø β = −π/2
ÞAÝÁà7ÜOç7äjèpÞAè�âCÜ ù ó

ô!ñ�ÜºåDà7áMâOÝ7áäjè åDäjà7âOÜ −αẋ
âCÞIè ê Ü�é�ÜCà,áMýjÜOéþåDà7äjæ −∂F/∂ẋ � ñ�ÜCà,Ü F = (1/2)αẋ2 áçtÝ�ñ�Ü�é�áMç7ç,áßpÞAÝ7áäjè

åDë�è�â'Ý�áäIè ó"
 ÝÁåDäjããMä � ç�Ý�ñpÞAÝ!Ý7ñ�Ü;:�ë�ãÜOà=<�ÛÎÞIõIà�ÞIè�õIÜ.ÜCö�ëpÞAÝ7áäjè	ç<à,Ü:ÞIé	ç
d

dt

∂L

∂ẋ
=

∂L

∂x
− ∂F/∂ẋ , ø � � ù

� ñ�ÜCà,Ü L
áç�Ý�ñ	ÜÍÛÎÞIõIà�ÞIè�õIÜ$> ç�åDë�è�âOÝ7áäjè�ó�ô!ñ�ÜÍÜOè�ÜCà,õIü

E
â\ñpÞAè�õjÜCç<áèíÝ7áæÀÜ¹ÞIâOâCäjà,é�áè�õÝ7ä

dE/dt =
d

dt
(ẋ∂L/∂ẋ − L) = ẋ[

d

dt
(∂L/∂ẋ) − ∂L/∂x] = −ẋ∂F/∂ẋ = −2F . ø � ( ù

�päjà�ÞºÝ�áæÀÜíãMäjè�õ�ÜCè	äjë�õjñoÝ�ñ�Ü÷æÀäIÝ�áMäjèVáMçç,Ý\Þ ê áãMá@?CÜOé îA������ x ∼= x1

ÞIè	é Ý7ñ�Ü÷ÜCè�ÜOà7õIüxáMçâCäjè	ç,Ý\ÞAè�ÝCóoô!ñ�Ü
ßpÞIàXÝ�áâOãÜ¡Þ ê ç7äIà ê ç�âCäIè�Ý7áè�ë�äjë	ç7ãMübÜCè�ÜOà7õIübåDà7äjæ Ý�ñ�Ü�Ü/ï"Ý�ÜCà,èpÞIã�åDäjà,âCÜ÷ÞIè	é é	áç7ç,áßpÞ%Ý�ÜCç»áMÝKÝ7ñ�à7äjë	õjñxåDà7áâ'Ý�áMäjè ó
ô!ñ�Ü�é�áç,ç7áMßpÞAÝ�ÜOéûÞ:ýIÜCà�ÞAõjÜ�ÜCè�ÜOà7õIü÷ß1ÜCà!ë�è	áMÝ!Ý�áMætÜ�áç!õjáªýjÜCè ê ü

I(ω0) = 2F = 2mλωω2
0b

2sin2(ω0t + β) = mλωω2
0b

2 , ø � ) ù
ÞIè�éÚâCãMäjç7Ü.Ý7ä�Ý7ñ�Ü�à7ÜOç7äjèpÞAè�âCÜ

I(ω0) =
f 2

0

4m

λω

ε2 + λ2ω2
, ø�� *vù

� ñ�áâ\ñþáMç¡Þ·é�áç,ßÂÜOà7ç7áªýjÜûåDë	è�âOÝ7áäjè äIå¹Ý�ñ�Ü åDà7ÜCö�ë�ÜOè�âOü
ε
óB
 Ý�çtáèvÝ�ÜOõjà�ÞAã�é�ä"ÜCç¡è�äIÝíé	ÜCß1ÜCè�éþäjè åDà7ÜOö"ë	ÜCè�â'ü î

∫ ∞
0 dω0I(ω0) = πf 2

0 /4m
ó

úbÜ�è�ä � Ý�ë�à,è ê ÞAâ\ÿ¡Ý�ä�Ý�ñ�Ü�õjÜOè�ÜCà7ÞIã�ç7äIãë	Ý7áäjè
x = ae−λωt cos(ωt + α) + b cos(ω0t + β) , ø�� �3ù

� ñ�ÜCà,Ü � Ü�è�ÜOõjãÜOâOÝ7ÜCéíÝ�ñ	Ü¹ç7ætÞIãã1Ü�CÂÜCâ'ÝÁäIåÎÝ�ñ�Ü.é�ÞIætß	áè�õKäIèíÝ�ñ�Ü.åDà,ÜCö�ë�ÜCè	âOü î������� ω′ ∼= ω î ÞIè	é�áæÀßÂäjç,Ü�Ý7ñ�ÜýAÞIè�áç,ñ�áè	õáè�áªÝ�á]ÞAãÂâOäjè�é�áªÝ�áäIè�ç
x(0) = ẋ(0) = 0

ó9D ÞIÿ�áè�õÀë�ç7Ü�äIå ø � � ù ÞIè�é ø � 	 ù � Ü�ä ê Ý�ÞIáè

a =
f0

m

√

(ω2 − ω2
0)

2 + λ2(ω2 + ω2
0)

2

(ω2 − ω2
0)

2 + 4λ2ω2ω2
0

ø��7� ù
ÞIè�é

tan α = −λ(ω2 + ω2
0)

ω2 − ω2
0

. ø��$� ù
E Ý<à7ÜCç,äjèpÞIè	âCÜ�Ý�ñ�Ü�ß�ñpÞAç7Ü

α
ßpÞIç,ç7ÜCç<Ý�ñ�à,äjë�õjñ

π/2 îF������
sin α = λ(ω2 + ω2

0)/
√

(ω2 − ω2
0)

2 + λ2(ω2 + ω2
0)

2 ,

cos α = −(ω2 − ω2
0)/

√

(ω2 − ω2
0)

2 + λ2(ω2 + ω2
0)

2 .

ø��G� ù

E ãMç7äÀÞAÝÁà7ÜOç7äjè�ÞIè�âCÜ�Ý�ñ	ÜÍÞAætß�ãMáMÝ7ë�é�Ü
a = f0/2mλω2 ø��7	 ù
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ÜCö�ëpÞIãMç!Ý�ñ�Ü©ÞIæÀß�ãáªÝ�ë�é	Ü
b = f0/2mλω2 ÞIç!õjáMýIÜCè ê ü ø � � ù óúbÜ�ÞIãç,ä»ÜOç,Ý\Þ ê ãáMç7ñíè�ä � Ý�ñ	Ü�âCä"äjà,é�áèpÞ%Ý�ÜCç�åDäjà�Þ»ætäAÝ�áäIètäIå�Ý�ñ�Ü�ßpÞIà,Ý7áâOãÜ<ß�à7ä"âCÜOÜCé�áMè�õKç7äIãÜCãªü�ë�è�é�ÜOà�Ý�ñ	Ü.ÞIâH<

Ý�áMäjè»äIåpÝ7ñ�Ü�Ü/ï�Ý7ÜCà,èpÞIã	åDäjà,âCÜ
f
ó"I"áè�âOÜ

f = f0 cos ω0t
áªÝdåDäjãMãä � çÎÝ�ñpÞAÝ}ÞIâCâOÜCãMÜCà�Þ%Ý�áäIèKáç ac = (f0/m) cosω0t î

� ñ�áâ\ñ ñpÞIç<Þ�æ¡Þ%ï�áMæKë�æ ýIÞAãë�Ü
acmax = f0/m

óÄô!ñ�Ü©ýIÜCãMä�âOáMÝ�ü�áMç<õIáMýjÜOè ê ü v = (f0/mω0) sin ωot î&� ñ	áâ\ñáè�áªÝ�áÞIããªüýIÞAè�áç,ñ�ÜCç�ÞIè�é ñpÞIç�ÞÀætÞ%ï�áæKë	æ×ýAÞIãë	Ü
vmax = f0/mω0

ó4�háMèpÞIãMãMü î Ý�ñ�Ü©é�áMç7ß�ãÞIâCÜOætÜOè�Ý d
áMçÁõjáMýIÜCè

ê ü
d = −(f0/mω2

0) cosω0t + (f0/mω2
0) = (2f0/mω2

0) sin2(ω0t/2) , ø��$� ùåDäjàÁÞKýAÞIè�áç,ñ�áè	õÀáMè�áMÝ7á]ÞIãré�áMç7ß�ãÞIâCÜOætÜOèvÝ ð áªÝ�ç!ætÞ%ï�áæKë�æ ýAÞIãë�Ü�áç
dmax = 2f0/mω2

0

ó

J K Ô L÷ÐOÏHM É�Ñ¹ÒÎÏOÇÍÕ 1IÑ©É�ÒÎÇ�È}Ì Ñ�Ò×ÈhÊÁÌ�ÇÍÕÚÑ©Õ÷É�Ê
E âCâOäjà7é�áMè�õ�Ý�ätÝ7ñ�Ü©à7ÜCç,ë�ãMÝ7çÁé�ÜCà,áMýjÜOé�Þ ê ä3ýjÜÍÞAÝ<à7ÜCç,äjèpÞIè	âCÜ a = b = f0/2mλω2 î α = π/2

ÞIè�é
β = −π/2

ó
ô!ñ�ÜCè î Ý7ñ�Ü�õjÜCè	ÜCà�ÞAã�ç7äjãMë	Ý�áMäjè�õjáMýIÜCè ê ü ø�� �3ù ê ÜOâCäjæÀÜCç

x =
f0

2mλω2
(1 − e−λωt) sin ωt . ø��7� ù

úbÜ�ãMä�äjÿ�åDäjà�Ý7ñ�Ü�ãä"â:ÞIãÂætáMè�áætÞ»äIå@Ý�ñ�áMç�åDë�è�â'Ý�áäIè îF������ Ý7ñ�Ü�ç7äjãMë	Ý�áMäjè�ç�äAådÝ7ñ�Ü�ÜCö�ëpÞAÝ7áäjè

tan ωt = −1

λ
(eλωt − 1) ; ø��$( ù

Ý�ñ�Ü'ü÷ÞIà,Ü©âOãäjç,Ü¹Ý�ä
ωt = (2k + 1)π/2 ø��$) ù

ø ÞIè	éxç7ãáMõjñvÝ�ãªü Þ ê ä3ýIÜ ù î�� ñ	ÜCà7Ü k = 0, 1, 2...
ó ô!ñ�Ü�æ¡Þ)ï	áMæKë�æ ýAÞIãMë�ÜCçKäAå!Ý�ñ�ÜíâOä�äIà7é�áMèpÞAÝ�ÜÀæÀä�é�ë	ãë�ç»ÞIà7Ü

õjáMýIÜCè ê ü
|x|max

∼= f0

2mλω2
(1 − e−λ(2k+1)π/2) . ø�� *vù

ô!ñ�Ü©ÞIæÀß�ãáªòpâ:ÞAÝ7áäjètåSÞIâOÝ7äjà!äIå@Ý�ñ�Ü�é�áMç7ß�ãÞIâCÜOætÜOè�ÝÁáMç!é�ÜOò�è�ÜCéûÞIç�Ý�ñ�Ü�à7ÞAÝ�áMä

Fd = |x|max /dmax
∼= 1

4λ
(1 − e−λ(2k+1)π/2) . ø�� �)ù

�päjàç7ætÞIããÄýAÞIãë�ÜOçäIå<Ý�ñ�Ü÷épÞIæÀß�áMè�õ�âCä"Ü�NÀâCáMÜCèvÝ
λ
Ý�ñ�ÜÚÞIæÀß�ãMáMòpâCÞAÝ�áMäjè·åSÞIâ'Ý�äjàætÞ:üxÞAÝ,Ý\ÞIáMèxâCäjè	ç7áé	ÜCà�Þ ê ãMüñ�áõIñ�ÜCàO< Ý�ñ�ÞIèP<�ë	è�áMÝ�üÀýAÞIãë�ÜOçCó!
�è�é�ÜOÜCé î åDäjà λ(2k + 1)π/2 � 1 � Ü©õIÜOÝ

Fd
∼= (2k + 1)π/8 ø��3� ù

åDà7äjæ ø�� �)ù ó}ôÄü"ß�áMâ:ÞIãpýAÞIãMë�ÜCç�åDäjà λ
ÞAããä � ç�Ý�ñ	Ü�áMè�Ý7ÜCõjÜOà k

õjäÍë�ßtÝ7ä
k = 1, 2, 3, 4 î7� ñ�ÜOà7Ü�Ý7ñ�Ü�ÞAætß�ãMáMòpâCÞAÝ�áMäjèåSÞIâOÝ7äjàÁà7ÜCÞIâ\ñ�ÜCç<Ý�ñ�Ü¹ýAÞIãMë�ÜCç

1.18 î 1.96 î 2.75
ÞIè�é

3.53 î à,ÜCç,ßÂÜOâOÝ�áªýjÜOãMü î åDäjà!Ý�áMætÜOç t = (2k + 1)T/4 î&� ñ�ÜCà,Ü
T
áç�Ý7ñ�Ü�ßÂÜOà7áMä�é÷äIå@Ý�ñ�Ü©äjç,âCáãMã]ÞAÝ7áäjè	çCó��päjà!ñ	áõjñ�ÜOà!ýIÞAãë�ÜOç!äIåhÝ7ñ�Ü�épÞIæÀß�áè�õ ø λ > 0.25 î åDäjà!áMè�ç,Ý�ÞIè�âCÜ ù Ý�ñ�ÜÞIæÀß�ãáªòpâ:ÞAÝ7áäjèÀåSÞIâOÝ7äjà!áç!ãMÜCç,çÁÝ7ñpÞIèÚë�è�áªÝ�üjó

E ç7áæÀáãÞIà�ÞIèpÞIãªü�ç,áç!ñ�äIãé�ç�åDäjà�Ý7ñ�Ü¹ýjÜOãä"âCáMÝ�ü

ẋ =
f0

2mλω
[λe−λωt sin ωt + (1 − e−λωt) cos ωt] , ø��$� ù

� ñ�áâ\ñÚà7ÜCÞIâ\ñ�ÜOç<Ý7ñ�Ü�æ¡Þ%ï�áMæKë�æ ætä"é�ë�ãMë�ç�ýAÞIãë�ÜOç

|ẋ|max
∼= f0

2mλω
(1 − e−λkπ) ø��$� ù
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åDäjà
ωt ∼= kπ î k = 1, 2, 3... ø Ý�ñ�Ü!ætÞ%ï�áæKë	æ ß	ã]ÞIâOÜCé ê Ü'Ý � ÜOÜCè 0

ÞAè�é
π/2

áç�ãMÜOå¿ÝÄÞIç,áé�Ü ù ódô!ñ�Ü<ÞIætß	ãáMò�â:ÞAÝ7áäjè
åSÞIâOÝ7äjà�åDäjà�ýIÜCãä"âCáªÝ�áMÜCç!áç!é	ÜOòpè�ÜOé ê ü

Fv = |ẋ|max /vmax
∼= 1

2λ
(1 − e−λkπ) . ø��3	 ù

�päjà!ç7ætÞIãã1ýAÞIãë�ÜOç!äIå@Ý�ñ�Ü�épÞIæÀß�áMè�õâCä"Ü�NÀâCáMÜCèvÝÁÝ�ñ�Ü©ÞIæÀß�ãMáMòpâCÞAÝ�áMäjè¡åSÞIâ'Ý�äjà!áMç!õjáMýIÜCè ê ü

Fv
∼= kπ/2 , ø��$� ù

ÞIè�é áMÝíæ¡Þ:üuÞAÝ7Ý�ÞIáèþñ�áMõjñ�ÜOà¡ýAÞIãë�ÜOç¡Ý�ñ�ÞIèþÝ�ñ�Ü ÞIæÀß�ãMáMòpâCÞAÝ�áMäjè åSÞIâ'Ý�äjàtåDäjàíé�áMç7ß�ãÞIâCÜOætÜOè�Ý ø ë�ßþÝ�ä
2π

åDäjà
áè�çXÝ\ÞIè	âCÜ î âOäjà7à,ÜCç,ßÂäjè	é�áè�õÝ7ä k = 4

ù ó
ú áMÝ7ñ�áèíÝ7ñ�Ü©ÞIß�ß�à,ä3ï�áMæ¡ÞAÝ7áäjè

λωt � 1
ÞIè	é

λ � 1
ÜCæÀß�ãä3üIÜCéÚñ�ÜCà,Ü�Ý7ñ�Ü©ÞIâCâOÜCãMÜCà�Þ%Ý�áäIè�â:ÞIè ê Ü � à,áMÝ7Ý7ÜCèÚÞIç

ẍ =
f0

2m
(ωt sin ωt − 2 cos ωt) ; ø��3� ù

áMÝ7ç�ætä"é�ë�ãMë�ç�ÞAÝ,Ý\ÞIáMè�ç}ætÞ%ï�áæKë�æ ýAÞIãë	ÜCç}åDäjà
ωt

ç�ÞAÝ7áçXå¿ü�áMè�õ
tanωt = −ωt/3

ó}ô!ñ	Ü�ÞAß�ß�à7ä:ï�áætÞAÝ7Ü�ç7äjãMë	Ý�áMäjè�ç
äIårÝ�ñ�áMç�ÜCö�ëpÞAÝ7áäjè	ç î âCäIà7à7ÜOç7ß1äjè�é�áMè�õ.Ý�ä�ñ�áMõjñ�ÜOàhýAÞIãë�ÜOç�äIårÝ�ñ�ÜÁÞAâCâCÜOãÜOà�ÞAÝ7áäjè î ÞIà7Ü!õjáªýjÜOè ê ü ωt ∼= (2k+1)π/2åDäjà

k = 2, 3...
ó�ô!ñ�ÜÍÞIætß	ãáMò�â:ÞAÝ7áäjèÀåSÞIâOÝ7äjà�åDäjàÁÞIâOâCÜCãMÜCà7ÞAÝ�áMäjè�áç!é�Ü'òpè�ÜOé ê ü

Fa = |ẍ|max /acmax =
1

2
|ωt sin ωt − 2 cos ωt|max . ø��7( ù


 Ý�çÁætÞ%ï�áæKë�æ ýAÞIãë	ÜCç<ÞIà7Ü ø ç7ãMáõjñvÝ�ãªü¡ãMÜCç,çÁÝ7ñpÞIè ù Fa
∼= (2k + 1)π/4

ó
�rÞIà.åDà7äjæ à7ÜOç7äjèpÞAè�âCÜÝ�ñ	ÜtÞAætß�ãMáMòpâCÞAÝ�áMäjè åSÞAâOÝ�äIà7ç¹é�ÜOâCà7ÜCÞIç7ÜAóQ
 Ý�áMç � äIà,Ý�ñ è�äIÝ7áè�õíÝ7ñpÞAÝ¹Ý7ñ�ÜÀÞIætß	ãáMò�â:ÞAÝ7áäjè
åSÞIâOÝ7äjà7çÁÞAà7Ü¹ñ�áMõjñ�ÜCà�Ý�ñpÞIè÷ë�è	áMÝ�ü ê ÜOâ:ÞIë�ç,Ü�äIådÝ7ñ�Ü¹ã]ÞAà7õjÜ¹ÞAætß�ãMáMÝ7ë�é�ÜCç�äIå@äjç7âOáãMã]ÞAÝ7áäjè�ç�ÞAÝ!à,ÜCç,äjèpÞIè�âOÜ î ÞIè�éíåSÞAàåDà7äjæ×à7ÜOç7äjèpÞAè�âCÜ¹Ý�ñ	ÜCç7ÜÍÞIæÀß�ãáªÝ�ë�é	ÜCç�é	ÜCâCà,Ü:ÞIç,Ü»ÞAâCâCäIà7é�áMè�õKÝ�ä ø � � ù ÞIè�é ø��$� ù î ÞIè�é î âOäjè�ç7ÜOö�ë�ÜCèvÝ�ãªü î Ý�ñ	Ü�ÞIæR<
ß�ãáªòpâ:Þ%Ý�áäIèKåSÞIâOÝ7äjà7çÄé�ÜCâOà7ÜCÞIç7Ü<Ý�ä"ä�ó�
�è�é�ÜOÜCé î áMÝÄáMç � äjàXÝ�ñíÞAèpÞIãMü�?Oáè�õ�Ý�ñ�Ü<ÜCè	ÜCà7õAüåDäjà7âOÜCé¡áMèvÝ�ä�Ý�ñ�Ü<äjç7âOáãMã]ÞAÝ7áè�õßpÞIàXÝ�áâOãÜ�åDäIàA?CÜCà,äté�ÞIætß	áè�õ�ó��rà,äjæ ø�� ù � ÜÍä ê Ý\ÞIáMè

η = eiωt
∫ +∞

−∞
dτ(f/m)e−iωτ , ø��7) ù

áè¡Ý7ñ�áç�â:ÞIç,Ü î åDäjà�ÞÍýjÜOà,ü�ãÞIà7õIÜ�é�ë	à�ÞAÝ7áäjè t
ÞIè	éíýIÞAè�áç,ñ�áè�õÍáè�áªÝ�áÞIãpâCäjè	é�áMÝ7áäjè�ç�ÞAÝ

t → −∞ ó9S.èíÝ�ñ	Ü.äIÝ�ñ	ÜCà
ñpÞIè�é÷Ý�ñ	Ü©ÜOè�ÜCà,õIü�äIå@Ý�ñ	Ü©ß�ÞIà,Ý7áâCãMÜ¹áç

E = m(ẋ2 + ω2x2)/2 = m |η|2 /2 îF������

E =
1

2m

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

−∞
dτfe−iωτ

∣

∣

∣

∣

2

, ø�� *vù

� ñ�áâ\ñÍç7ñ�ä � ç@Ý�ñpÞAÝÎÝ7ñ�Ü�ß�ë�æÀßÂÜOéÍÜOè�ÜCà,õIü©áçÎÞIç,ç7ä"âCá]Þ%Ý�ÜCé � áMÝ7ñ©Ý7ñ�ÜT�räIë�à7áMÜCà�âCäIætß1äjè�ÜOè�Ý@äIå�Ý�ñ�Ü�Ü/ï�Ý7ÜCà,èpÞIã�åDäjà7âOÜâCäjà,à7ÜOç7ß1äjè�é�áMè�õtÝ7ätÝ�ñ	Ü»ßpÞIàXÝ�áMâCãÜ¹åDà,ÜCö�ë�ÜCè	âOüjóU�päjà
f = f0 cos ω0t � ÜÍä ê Ý�ÞIáè E = π2f 2

0 δ2(∆ω)/2m
âCãäIç7Ü

Ý�ätà7ÜCç,äjèpÞIè	âCÜ îV� ñ�ÜCà,Ü ∆ω = ω0 − ω
ó!ô!ñ�ÜÍÜCè�ÜOà7õIü ßÂÜOà�ë	è�áMÝ<Ý�áMætÜ¹ãMÜ:ÞIé�ç<Ý�ä

I = E/t = πf 2
0 δ(∆ω)/4m îç7áMè�âCÜ

t∆ω = 2π ð áªÝÁæ¡Þ:üíÞIãç,ä ê Ü � à7áªÝ7Ý7ÜCè ÞIç

I =
f 2

0

4m

λω

(∆ω)2 + λ2ω2
, ø�� �)ù

â � ñ�ÜCà,Ü λ
áç�Þ.ýAÞIè�áMç7ñ�áMè�õ¹ßpÞIà7ÞIætÜ'Ý�ÜOà î$� ñ�áMâ\ñtâOäjáè	âCáé	ÜCç � áMÝ7ñKÝ�ñ�ÜÁé�áMç7ç,áßpÞAÝ7ÜCéÜOè�ÜCà,õIü�ßÂÜOà�ë�è�áªÝ}Ý�áMætÜ�õIáMýjÜOè

ê ü ø�� *vù ó�ô!ñ�ÜãÞAÝ7Ý7ÜCà�ÜOö�ëpÞAÝ�áMäjè�ç7ñ	ä � ç¹Ý7ñpÞAÝ.Ý7ñ�ÜÜCè�ÜOà7õIüºÞ ê ç,äjà ê ÜCé�åDà7äIæ Ý7ñ�ÜKÜ'ï"Ý7ÜCà7è�ÞIã}åDäjà7âOÜKÜCö�ëpÞAãç�Ý7ñ�Ü
é�áç,ç7áMßpÞAÝ�ÜOé÷ÜCè�ÜOà7õIüÚÞIè	éÚáªÝÁñpÞIç<Þæ¡Þ)ï	áMæKë�æ ýAÞIãë�Ü�Þ%ÝÁà7ÜCç,äjèpÞIè	âCÜIó
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�è¡æÀäjà7Ü<à7ÜCÞIãáMç,Ý7áâ�âCÞIç7ÜOç�Ý�ñ�Ü<Ü'ï"Ý7ÜCà7è�ÞIã1åDäIà7âCÜ<áçÄé�áMç,Ý�à,á ê ë�Ý�ÜCétÞIà,äjë�è�é¡ÞÍâCÜOà,Ý�ÞIáè�åDà7ÜOö"ë	ÜCè�â'ü ω0 î äIå�Ý7ñ�Ü�äIà7é�ÜOàäIå@Ý�ñ�Ü¹åDà7ÜOö�ë�ÜCè�â'ü
ω î ÞIç!õjáªýjÜCè ê ü÷Þ�õvÞIë�ç,ç7á]ÞAè

f = const · f0

∫

dω1e
−(ω1−ω0)2/2∆2

cos ω1t , ø��Z� ù

� ñ�ÜCà,Ü ∆
áMç»Ý�ñ�ÜíåDà,ÜCö�ë�ÜOè�âOüxÜ/ï"Ý�ÜCè	ç7áäIè äAå<Ý7ñ�Ü�Ü'ï"Ý7ÜCà7è�ÞIã!ç7ß1ÜCâ'Ý�à7ë	æ ó[
 å

∆ � ω0, ω
Ý7ñ�ÜCèxÝ7ñ�Ü�Ü'ï"Ý�ÜOà7èpÞAã

� Þ:ýIÜCßpÞIâ\ÿAÜOÝ!áMç�ç7áMætáMã]ÞIà � áMÝ7ñtÞ¹æÀäjè�ä"â\ñ�à7äIæ¡ÞAÝ7áâ � Þ:ýjÜ î ÞIè	é�Ý7ñ�ÜÁà7ÜOç7ë�ãªÝ�ç�åDäjà}Ý�ñ	ÜÁÞIætß	ãáMò�â:ÞAÝ7áäjè©åSÞIâOÝ7äjà7çÄÞIà,Üç7áMætáMã]ÞIà � áMÝ7ñKÝ�ñ�äIç7Ü!õjáªýjÜCè�áMèKÝ�ñ�Ü!ß�à,ÜOý"áäIë�ç�ç7ÜOâOÝ�áMäjè�çOó!D äjà,Ü!áèvÝ�ÜOà7ÜCçXÝ�áMè�õ¹áçhÝ7ñ�Ü�äjß	ßÂäjç,áMÝ7Ü�ãáMætáªÝ ∆ � ω0, ω î
� ñ�áâ\ñÚâCäIà7à7ÜOç7ß1äjè�é�çÁÝ�äÀÞç7ñ	ä�â\ÿ�äIåhÞç7ñ�äIà,Ý<é�ë�à7ÞAÝ�áMäjèÚÞIç!õjáMýIÜCè ê ü

f = −f0∆te−∆2t2/2 , ø��3� ù
Ü'ï"Ý�ÜOè�é�áMè�õ�ä)ýIÜCàÁÞKÝ�áMætÜ�áèvÝ�ÜOà,ýAÞIã

t ∼ 1/∆
ó9I�ë�â\ñÚÞKåDäjà7âOÜ.áç�ä ê Ý\ÞIáMè�ÜCé÷ÞAçÁÞKõvÞIë�ç,ç7á]ÞAè�é�áçXÝ�à7á ê ë	Ý7áäjètäIåÎÝ�ñ�ÜåDäjà7æ

f = (f0/
√

2π∆)
∫

dω1[−(ω1 − ω0)/∆]e−(ω1−ω0)2/2∆2

sin ω1t . ø��7� ù
\�ä ��î áMÝ©áç¹ÜCÞIç,ü Ý�äÚâCäIætß�ë�Ý�ÜÝ�ñ�Ü�ætÞ%ï�áæKë	æ ýAÞIãë	ÜÀäAå�Ý�ñ	ÜtÞAâCâCÜOãÜOà�ÞAÝ7áäjè ë�è�é	ÜCàÍÝ7ñ�ÜÀÞIâOÝ7áäjè äIå�ç7ë�â\ñVÞIè
Ü'ï"Ý�ÜOà7èpÞAãÎåDäIà7âCÜ î acmax = f0/m

√
e î ÞAç � ÜCãMãÎÞIç�Ý�ñ	Ü�ýIÜCãMä�âOáMÝ�ü vmax = f0/m∆

ÞIè�é÷Ý�ñ	Ü©é	áç7ß	ã]ÞIâOÜCæÀÜCèvÝ

d = (f0/m∆)
∫ t

−∞
dτe−∆2τ2/2 , ø��Z	 ù

� ñ�áâ\ñÚõjáªýjÜCç<ÞætÞ%ï�áæKë�æ ýAÞIãë	Ü
dmax =

√
2πf0/m∆2 ó

ô!ñ�ÜíâOä�äjà,é�áè�ÞAÝ�ÜtäIå!Ý�ñ�Ü¡ßpÞIà,Ý7áâOãÜÀâ:ÞIèxÜCÞIç7áMãMü ê Ütä ê Ý�ÞIáè�ÜOé ê üVáMè�Ý7à7ä"é�ë�âOáè�õÚÝ�ñ�Ü¡åDäIà7âCÜ
f
õjáªýjÜOè ê ü ø��3� ùáèvÝ�äÀÝ�ñ�Ü©õjÜOè�ÜCà7ÞIãdç,äjãë�Ý�áäIè äIåhÝ�ñ�Ü�åDäjà7æ õIáMýjÜOè ê ü ø�) ù óÁú·Ü©æ¡Þ:ü÷è�ÜOõjãÜOâOÝ�Ý7ñ�Ü©ç7ætÞIãã�âOäjèvÝ�à7á ê ë	Ý7áäjè äIåhÝ7ñ�ÜépÞIæÀß�áè	õ�áèºÝ�ñ	áç¹â:ÞAç7Ü î ÞIè	é ætÞIÿAÜÀë	ç7Ü�äIå�Ý�ñ�Ü�áMè�ÜCö�ëpÞIãMáMÝ7áÜCç

∆ � ω0, ω
áMè�ÜCç,Ý7áætÞAÝ�áMè�õ¡Ý7ñ�Ü�áèvÝ�ÜOõjà�ÞIã ø�) óúbÜ�ä ê Ý\ÞIáMè

x =
f0

m∆
te−∆2t2/2 , ø��3� ù

� ñ�áâ\ñ ñpÞIçÍÞ�æ¡Þ)ï	áMæKë�æ ýAÞIãë�Ü |x|max = (f0/m∆2
√

e)
ó�ô!ñ�ÜOà7Ü'åDäjà7Ü î Ý7ñ�Ü¡ÞAætß�ãMáMòpâCÞAÝ�áMäjè åSÞAâOÝ�äIà.åDäjà�é�áçO<ß�ã]ÞAâCÜCæÀÜCèvÝÁáMç

Fd = 1/
√

2πe . ø��Z� ù
I�áæÀáãÞIà7ãªü î3� ÜÍõjÜ'ÝÁÝ�ñ�ÜÍÞIæÀß�ãáªòpâ:ÞAÝ7áäjètåSÞIâOÝ7äjà7ç Fv = 1
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