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�7�w�%���\�A�jú��M�7�b§b���M�I���b�d��¤	�Ü§C�"�'s�§C�M�C�t�

3
���©�D�,�I�t�.�k���7¤����C�D���k���bû" ��A���M�I��� T 	<�¬�3�ð¤w�:ùI�Ü�Ýú���<d�C�,�C�t��ùA�k�M ��

�D�D�I�¡�M���,���k��§b�k���D�I�Ø�� ������D�I�7� �I�7�3ý!�7¤ñ����ú	�C���A���I���Ý��ýª�õ�7�w�A�7�\�k��ú����,�C§b�7���I�	�¡�I���M�õ��¤	��§b����s�§C���b�t�Ó�M�
2
	/�

���V�I�,ú��C�Ø���î�	�7�C�,�C�WùI�Ý�, �§[¤ �ð�I�b���C�7�k��������ý��Úú��C���A���¬�7¤����³§C�"�'s�§b���C�t�Kør�
1/r

�
= 3

	/�ß���r�7�7�"ú� �§b�����õ��¤��
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�k§C§b ��Ü ����A���M�I�����M�¬�b�
t = R/v

�k��ú
t0 = R0/v

�wý£¤��b�7�
t0
�M�<�¬§C�k�7�7�b�7�1�I��ú��M���¬�7¤��7�b�7¤��k��úð�7�����k�w�bû" ��A���M�I�

� T 	�ø1�C§b�I���C�
∂E

∂t
=

1

r

E + E0

t + t0
,

� [ 	
ý£¤��I�,�Ó�,�I�� 	�7���I���M�

1 + t/t0 = (1 + E/E0)
r .

��_8	
�!¤������1�3ý��b�W� �\�:ým�������"���M§:�k�"�D�I���k���k§b§C ��K ��\�A�7���I���k�I���k�7�3ý!��¤z�t���"ú��C�6�����M��§C�

E/E0 = (R/R0)
3 = (t/t0)

3

�D�I���¡ ������D�I�7� �D��§C�k�:�C�k���k�r�M���D�k�����3ý£�
3r = 1

�M��ú��C�bú��D�,�I����_a	'�t�M�
��¤��£���M�¬�����A�����k�7�I���C���b�7�k�k�����k�7�I�����kú��M ��
�k��ú��D�I�y�M�I���Ü�7�����C�C�"ý£¤���§[¤ß§[¤��b§[ür���I 	����¤��¡§b�I���7�M�,�7�C��§'�ß�k�q��¤��¡����ú	�C�E�oy}�Ø�k�,�7 ����.��¤	�C�7�'�D�I�7�

r = 1/3
�

¢�û" ��A���M�I����_a	��M�y��¤��Øøw�k�,��§Ø�Cûr w�%�����k�õ�A�j�7¤��Ø�7�C�M�7����§.�D�"§C ��!���"ú��C�z�	 	�£�D�I�,ý��k�7úõ¤��b�7�C�M�z�
nKoqp���|}fse%l�g@lS{bc3e%llJjh�c)lSf1_�÷ �� ��	�d�I�,�ª�7¤w�A�����\�A�7�I���r ��Üø1�C�

N0

�A�w�:�k�W��¤�ûr w�Aük�C���k�7�È���7�"ú� �§b�CúÜ�M�K�<���I�	�
���M�¬�

T
���w�I�Ø�õ�W�[�A�7���W����§C�k���b���7�b�Üø��M�k�q��¤��¬�:ùI�C�7�k�I�
���M�¬�
�A���"§C§b ��7�,�����ß�I�����:�A�,��¤	û" ��kük�����

t0 = T/N0

�
ý£¤����M�

t + t0
�M�Ü��¤��b�m�7¤��õ�3ùk�C�7�k�I�ß�������Ý�k���"§C§C 	�7�7�M���ì�I���ß�:�A�,��¤	û" ��kük�õ���V�7�����

t
�Èý£����¤ �C���b�7�k�

E
�ª�k�

�I�Mùk�C� øt�w��_a	/� �� 	�d�I�,�ð�7¤w�A�
N

�7 �§[¤ê�C�k�,�7¤�ûr w�küA�C���"§C§C 	�Ý���m�������
T
�!�, �§[¤ ��¤��A�Ú�7¤��C�M���D�,�Cûr ��C�	§b� �M�

N/N0 = T/(t + t0)N0 = t0/(t + t0)
�z���b��§C�A�w��¤��¡���b�¬�1�I�7�k�����,�Iøw�kø	���������Úú	���,�7�7�Mø� 	���M�I�

P (t)dt = −d[
t0

t + t0
] =

dt/t0
(1 + t/t0)2

.
� Q 	

�!¤��ß��¤��,�C�7¤	�I��úò���M�¬�
t0

�k§bû" 	���7�b�
��¤��M�Üýy�:�ò��¤	�õ���:�A���������A���7¤��ð�M�tùI�C�,�7�õ�k�<��¤��ß�7�b���,�¬�M§C�M���ñ���%���k��jlklm;k
��¤��K�7�C�M�7����§b�M���ß���%���K�M�

1/t0 = N0/T
�.¨©�kür���	�Ý ��7�K�k����_a	<�k��ú�� Q 	<�k���K§C�k���I�b���,�7���k�M�I¤t�7�D�I�Wýy�k�,ú��M���7¤��

ú����W���,��ø� 	�7���I���M���C���b�7�k�

P (E)dE =
rdE/E0

(1 + E/E0)1+r
.

� S 	
�ª���k�w�A���I�k�Óý£�M�7¤�O.�¬�k�7�E¥°���Iø	�7�C�WùA�A���M�I���7¤��C�,���1�3ý��b�W�����:ý£���k�,��§C�k���M�Cú�O.�¬�k�7�wú��M�,���,��ø� ������k���C�@���Ú�w�A�,���M§C ��
�\�k�b�"�7¤��¡ú��M�,���,��ø� ������k�Ú�I��ùI�C��øt��� S 	ª�M����¤	�VO.�¬�I�,�dú	���,�7�7�Mø� 	���M�I�Ú�M���C���b�7�k�k�w�k��úÝ�7¤��¡�w�k�7�k���b���b�

r
�
= 1/3������¤	���!§:�A�7�R	y�M�!§:�k�M���Cú�O.���I�7�6¥5�y���k���k���b�7�C�b�

�!¤��Ó�A�¯���b�7�7¤	��§[ür�£�D�I���M���3ý£�����K���¬��U,�I�!�C�k�,�7¤�ûr w�küA�Ó§C�k�ðø1�Øù��M�býª�Cú©�k�<���,�C���%ÿ	�A���M�I���k���7¤��Ø�7�b���7����§^�b�I���A�
ý£¤���§[¤¾�k�M���3ý£���7¤��Ü�M�����C�k�7���:�A�7���I�

δt/t0 ' r(E/E0)
r−1δE/E0

�k����¤��Ü�7�����'� �C���b�7�k�õ�Cûr w�%�����k����_a	/��ý£¤��C�,�
δt = τ

���Ý�7¤��î���M�¬�ð�¬�C�k�7 ��,�Cúê�D�7�k� �7¤����Ú�RU,�I�Ý�:�A�,��¤	û" ��kük�A�
δE = ε

���¬��¤���§b�I�7�,�C�7�1�I��ú	�����òùA�k�7�Ã�
�A���M�I�ê��� �7¤����7�b���,�¬�M§î�C���b�7�k�k�.�k�	ú

E
�,�C���,�C�,�C�t���õ��¤����b���C�,�k�ê�k�Ø��¤	���Ú��U,�k�Ý�:�k�W��¤�ûr w�Aük�k��O.���ì§C�k�

�7�b�Ý�D�7�I� ��¤��M�K�M�����C�k�Ó�,�C���A���M�I���7¤	���ñ�7¤w�A�Ü�7¤��Ý�b���C�,�k�V�k�!�7¤����A�¯�7�C�,�7¤��"§[ür��§C�k�òø1�Ý¤����k¤z���bùk�C�ò�D�I�Ü�,¤��I�W�
���M�¬�b�Ø�A�¯���b�.��¤����¬��U,�I�¡�:�A�,��¤	û" ��kük�A�jú� 	���7�ß�7¤����7�¬�k���j���7�/� �S�k§'���I�

r(E/E0)
r−1 �x�!¤	���Ø���M���:�k���7�C���A���M�I���

�7¤��M� §:�k� ød�ì�b�¬���M�3�I�Cú ��� �7¤��ì�C���b�7�k� ú	���,�7�7�Mø� 	���M�I� �I��ùI�b� øt��� S 	'�����:�Aú������V�7�m� �7�����îú����W���,��ø� 	�7���I�
r1+r(E/E0)

r2
−r(dτ/t0)/(τ/t0)

1+r �djlklm;k���¤��qO.���I�7�1ú��M�,���,��ø� ������k�¬�D�I�!�%�¯���C�,�7¤��"§[ür�C��ý£����¤ γ = 1 + r
���!§'�

�� w�A���M�k�	�M�õ�7¤��Ø�������M�ª�k�@ùA�k�����,¤����	���7�����
τ
��¤��M�!ú����W���7�Mø� 	�7���I��¤w�A����§C ����8<

(E/E0)
1−rdτ/t0

�5�!¤��Ø�D�I�7�¬�k�
�'ÿ��w�k�	�7���k�Ý�k�z�7¤����/ÿ��A§b�!�/ÿ	�	�7�C�,�7�M�I�Ý�k���7¤����Èú����W���,��ø� 	�7���I���M�Ú�1�)ýª�C�,�y�k�

τ/t0
���C�kú������K�7¤����7�k�����,�C�7 	�M�!�A�

��¤��Ø�I�	�³�k�MùI�b�ßør���7¤��¡���b�¬�1�I���A��ú��M�,���,��ø� ������k��� Q 	/�
� l6{bc:eAl�Jjhqc)lDf1_alS_ê|}u�~1_@lDc)h@gqp�{A÷��Üu�c)oz��{¬vSuDhõ÷}fÝp"ithqe)e%p"_@iIp�vDu�hõ÷ ¨©�kür������ ��,�K�k���7¤���]Ø 	�7�C�rø1�C�7�%�
«<�M§[¤t���C�£���3ý

E/E0 = ebM ��¤��Øú��M�,�7�7��ø	 	���M�I�����ß�¬�k�I������ �ú��b�

P (M)dM =
rb

(1 + ebM )1+r
ebMdM

� �Rr 	

���Ü�kø	�[�k�M���CúV�D�,�I��O¡���I�,�E¥°�Kú��M�,���,��ø� ������k�}�I��ùI�C� øt�Z� S 	'��ý£¤	��§[¤m�k§Cûr ��M�7�b�Ü��¤��Ýýª�C�M����ür���3ý£� �'ÿ��1�I���b�r�7�\�k�
�D�I�7�

P (M)dM = βe−βMdM ,
� �I� 	
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�D�I�
bM � 1

��ý£¤��C�,�
β = rb = 1.17

�����,�7 ��������	�w�k�!ø1�b�D�I�,�k����¤��A�!��¤��Ø�%�¯���C�,�7¤��"§[ür���A�7�¡�I�3ùI�b�7���bú©øt�Ý�7¤��
���k���³�'ÿ��d�k���C�t�����k�@ú����W���7�Mø� 	�7���I�ß�D�I�£��¤��b���<ú���<d�C�,�C��§b�

m = δM
�M�©�¬�k�I������ �ú��b�C��F �R(�G ø� 	���k�7�K�k�7�,��§b�\�A�7�Cú

ý£�M�7¤ñ��¤	�¬�,�C�\�)ÿ��%�����k�¾�A�y��¤����7�b���,�¬�M§��b�I���Ú�A�¯���b�K�ß�Ú�RU,�I�Ø�:�k�W��¤�ûr w�küA�k���7¤��C�
m̄ = 0

�k��ú¾��¤��¬¤����I¤	�C�,�C�
�¬�k�,�¡�M��ük�b�M�ð�Ú�A�I���M�7 �ú��Ó�k����¤����A�¯�7�C�,�7¤��"§[ü©ý£���M�jø1�
���3ýª�C�.�7¤w�k�î��¤	���¬�k�I�	�M�� 	ú��K�k���7¤��
�Ú�A���î�,¤���§[ü©ør�
��¤��Ú�¬�C�k�ò�7ûr w�k�,�Ýú��'ù����A���M�I�V�k�!�7¤����Kú����W���7�Mø� 	�7���I�

δM = (m̄2)1/2 ��jlklm;k √
2/β =

√
2/1.17 = 1.2

�����
�k�I�,�C�C���C�t�£ý£�M�7¤õ�y�A��¤�¥5�£�C�����M�7��§C�k�1�\�:ýØ�>F Q\G
�!¤��
���:�k�îùA�k�M ��K�k���7¤��
�Ú�A�I���M�7 �ú��b�C�z�A§C§C�k�7ú��M���Ý���Ý�7¤��Ü�'ÿ��1�I���b�r�7�\�k��ú����W���7�Mø� 	�7���I��� �I� 	/���M�

M̄ = 1/β
�

�7� �7¤w�A�î�7¤��Vú��'ù����A���M�I� �k�
�7¤��ò�'ÿ��1�I���b�r�7�\�k�Óú����W���,��ø� 	�7���I� �D�7�I� ��¤	���©���:�A� �Ú�k�k���M�7 �ú��¾���î�I��ùI�b� ør�
δM = (M̄2)1/2 − M̄ = (

√
2 − 1)/β = 0.35

��ý£¤���§[¤ò�M�K�M�ò�k�I�,�C�C���C�t�Üý£����¤}�7¤��Ý�/ÿ	�1�C�,�����C�t�[�A���C�,�7�I�
���õ�Ú�A�I���M�7 �ú��b�C�s�k�<ú����,§C ��,�7�búî���õ§C�I�	���C§'�����k�ðý£�M�7¤õ�7¤���]Ø 	�7�C�rø1�C�7�%��«£��§[¤t���b�����3ý �kø1�)ùk�k���!¤��M���M�£§C�I���,�����
���b�r�ªý£�M�7¤¬��¤	�����b�¬�1�I�7�k�wú����W���,��ø� 	�7���I���k�z�7¤��.�:ùk�C���A�I���,�C§C 	�7�7�b��§C�.�7�����C�����t�7�7�"ú� �§C�búÝ����� Q 	'�rý£¤���§[¤Ý�M�:�kú	�
���
��¤	�³�/ÿ��d�I�	�C�t�����k��ú����W���,��ø� 	�7���I���M���Ú�A�I���M�7 �ú��b�C�
�!¤��
ú��A<��b�7�C�t�7�\�k�jú����W���7�Mø� 	�7���I�î�A�È�7¤��
�r ��Üø1�C�

∆N
�k�È�C�k�,�7¤�ûr w�kük�b�³ý£����¤��¬�k�I������ �ú	�Kø1�b��ýª�C�C�

M
�k��ú

M + ∆M
���,��ú	 �§C�búñ�M�ì�ÚùI�C�W�ì�\�k�,�I�Ó�7�����

T
�M�:�kú	�����

P (M) = (∆N/T∆M)/(N0/T )
�zý£¤	�C�7�

N0
�M�

��¤��¡�7�k�[�k���" 	�Üød�b�£�k���C�k�,�7¤�ûr w�küA�C���	�7�"ú� �§C�búð�M���������
T
�5���b��§C�Ø��¤	�³�,�C����� ���I�t�A�7�M�7¤�����§!�\�:ý

ln(∆N/T∆M) = ln(β/t0) − βM ,
� ��( 	

�D�I�
bM � 1,

ý£¤��C�,�
1/t0

�M�y��¤��¡�,�C���,�¬�M§C�����Ú�7�A���A�6�!¤����!�,�C�\�%�����k���7¤��M�Ý���yýª�C�M�zú��"§C ����C�t�7�Cúõør�Ý�,�[�%�����W���M§:�k�
�,�7 �ú����b�<�D�k�!�:�k�W��¤�ûr w�küA�C���k���¬�k�I�	�M�� 	ú��C�!�M�ß�7¤��³���k���k�

5 � M � 7
�>F � � T � S�G �w�I�!���3ýª�C�£�Ú�A�I���M�7 �ú��b�y��¤��

�'ÿ	�k§'�K�bû" ��A���M�I�~� �Rr 	.���	ú���§C�A���b�¡���C�,�Ó�C�k�,�7ûr w�kük�b�Ó�7¤w�k��� ��( 	.ú��"�C�b�j�M�}�A�I�7�b�C���C�t�Øý£�M��¤¾�C�����M�7��§C�k��ú��A�[�	�
�D�7¤��I ��I¤ ��¤	�C�7�ñ�k�,�¾§b�I���,��ú��b���kø��M�� ���§b�C�,���k���t�7���C�ß�M� �b�,���M�Ú�%�����	�V��¤��ì�r ��Üø1�C�ß�k�K�7�¬�k���.�C�k�,�7¤�ûr w�küA�C�
	/�
ý£¤����M�Ú�D�I�Üùk�C�,�V�,���,�I���ì�:�A�,��¤	û" ��kük�b���7¤����C�������,��§C�k�ªú��A�[���'ÿ�¤��Mø��M�Üú��bù"�\�%�����k���Ü�D�7�I� �Cûr w�%�����k��� ��( 	/�ª�A�
�k�ñ�k���w�k�,�C�t�Ü�M��§C�,�:�k�,�¬�M����¤���§C�"�'s�§C�M�C�t�

β
���!¤����Ø�����I¤t�Øø1�Ú�k�	�k��¤��b�Ó�M��ú��M§:�A�7���I�î�7¤w�A�³�,�7�7�I���ð�7�b���7����§

�¬�3ùk�C���C�t���£�k�,�����A�!�w�k�W�!�k�@�K�W�[�A�7���,�7��§C�k�d�b���7�b�Üø��M�k�	�7¤��I ��I¤ß�³ùI�C�W�Ýú��As�§C ������[�A�7üÚ�M���k�w�A�M�+�C�M���Kúw�%�[�K�M�
�
�7�C�M�\�kø	���.�b�,���M�Ú�%�����k�Ý�k�@��¤��Ø�7�b���,�¬�M§C�M���¬���%���

t−1
0

�s�
§C�,�M���M§:�k�d�w�k�7�k�¬�'���b�y�D�I�!�7 �§[¤iH����b�
� �����¬§C�I�tùk�C���M�C�t�ß���ò���t�7�7�"ú� �§C�õ��¤����/ÿ�§C�Cú	�C��§b�¾�7�A���©�k�³�:�k�W��¤�ûr w�küA�C�b���,���k�,�7�����ñý£�M��¤ �7¤��î���,�Iøw�kø	���������
P> = e−βM �D�I�!�¬�k�I�	�M�� 	ú��C�y¤	���I¤��b�y��¤w�A�

M
�5�!¤��M�£���:�Aú��y���
��¤	�³�,�A��§C�k���M�Cúß�7�b§C ��,�7�b��§C�³�\�:ý

ln(N>/T ) = ln(1/t0) − βM ,
� � Wa	

ý£¤��C�,�
N>

�M�j�7¤��y�r ����C���A�s�:�k�W��¤�ûr w�küA�C���k�s�¬�k�I������ �ú	�ª�I�,�:�A�7�C�@��¤w�k�
M

�A��ú
ln(1/t0) = α

�M���,�I�¬�'���M�¬�b�
§:�k�M���bú³�7¤��ª���k���k���b�7�C�@�k�	�7¤����,�C�M�7����§C�����¡���%���k�-�!¤��ª�'ÿ	�k§b���'ÿ����,�C�7�,���I�Ó�D�I�@�7¤����q�,�C§C 	�7�7�b��§C���\�:ý �k�@�I�Mùk�C�Óør�
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t0 = T/N0
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tr = (t0/β∆M)eβM =
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β∆M
eβ(M−M0) � � _a	
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�r�A��úz�t§C�k�7�7�b�7�1�I��ú��M���I���I�k�7¤��y�7�'�D�C�,�C��§b�<�¬�k�I�	�M�� 	ú��
M0

�j�����kú�ú��������k�z�A�7¤��!�\�k�,�I���C�k�,�7¤�ûr w�küA�C�C�rý£¤��I�,�
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��¤	�³�,�����k ��\�k�!���A�� ��,�Ø�k�j�7¤��C�M�£��§b§C ��,�7�C�	§C�k� �!¤��³�:ùI�C�7�k�I�³�7�b§C ��,�7�C�	§C�Ó�7�������D�I�£�7 	§[¤©���A�7�Ø�7�b���7����§
�bùk�C�t���.�M�£���I���	�w�k��úz�s§b�I���7�bûr ��C�t�����I�s��¤��³�C�,�7�I�,���¬�kú��Ø�M�ß�7¤��C�M�£�C�,�7���¬�A���M�I�ß�k�,�Ó���k�7�I�¡�M�õ�kø��7�k�� 	�7�ØùA�k�M ��k�
�!¤����ß�M��ú���§C�A���b�Ý��¤w�%�ð�W�[�A�7���W����§C�k�.�b�,���M�Ú�%�����k� �k�K�7¤��¾�:ùI�C�7�k�I�¾�7�b§C ��,�7�C�	§C�ì�������C���M�õ�\<��b§b�7�Cú ør� �k�7�:�%�
 ���§b�C�,���k���t�7���C�b�s�k��úß�M�£�,¤��I ��Múßød�¡ù"���'ý��búðý£�M�7¤ß�Ü �§[¤õ§:�k 	�7���I���
����ú��b�Cúz�A�M�"�I���È�k�,�7 �������¤w�A�q�7¤����C�t���,�I�t�Ø�k���7¤����7�b���7����§��C���7�k�Üø��M�È�A�	�C�k�,�7¤�ûr w�kük�b���M���I�Mùk�C�Øøt�
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t̄ = tr
�

jlklm;kÈ ��	ú��C�!��¤	�³§b�I���W�����A���t�£�k�¡H�ÿ	�bú©�:ùk�C���A�I�Ó�,�C§b ��7�,�C��§b�³�7�����k�	�M�:�kú	�£�7�
��¤��¡���M�¬��ú����W���7�Mø� 	�7���I�

p(t) = (1/tr)e
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√

2 − 1)tr
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�Ú�:�Ú�7�Cú	 �§C�³�7 �§[¤ð���\�k�,�I�. ���§b�C�W�[�k�M�r���Ý������¤��¡�	�7�Cú	��§b�7���I�ß�k�q�7¤��³�3ùk�C�7�k�I�Ø�7�b§C ��,�7�C�	§C�Ó�7�����.�k�q��¤	�³�k�7�:�%�
�7�b���7����§¡�'ùI�b�r�7�C� ¢��	�D�k�,�� 	�w�A���b�M�k�w�7 �§[¤ð�k�ð�k�w�k�����,���!�M�!���k�<�:ùA�k�����kø������A�!��¤	���!���M�¬�A�
xzp"lS{:|VlSiîe)p"~1lDf1_¤£³e)uw_jiIpruz÷x¥ �7�k��§C�C�������7¤��
�Ú�A���î�,�C���,�¬�M§K�,�C�I�M�I���k�ª«<�k�Ú�k�	�\�	�1���"§:�A�7�Cú�U, 	�,�Ø�I�î�7¤��
�k���1�'ÿ��A����¤	�}¦y�A�7�w�A�7¤��\�A�����I ��t���k�������k�7§[¤z���k���	�7�:ÿ����¬�A���b�M�K�A�

45.7◦ § �\�A�7�M�� 	ú��£�k��ú
26.6◦

¢ñ���I���k�M�� 	ú��k�
�!¤��î§[¤w�A���a�A�q¦y�k�7���A��¤����k�a���I ��t���k�������¬�kük�b�Ý¤��b�7�î�A� �kø��, ��	�¬�� ��,�a�D�7�I� �7¤�� § �þú��M�7�C§'���M�I�m�7�ñ�7¤��
¢�y ú��M�7�b§b���M�I�z���!¤����,�C���,�¬�M§¬�D�"§C ��
�M� ¥ ���k�	§C�:�î�M�Ü���"§:�%���Cúòø1�b��ýª�C�b� ∼ 80

ür� �A��ú ∼ 150
ü"� ú��b�	��¤z�

�k��úê���,��ú	 �§C�b���,���,�I���ò�C�k�,�7¤�ûr w�kük�b��ý£�M��¤ ���"���M§:�k���Ú�A�I���M�7 �ú�� ∼ 7 − 7.5
�!ý£¤��I�7����<��b§b�7�����7�I���k�t�A�7�k�

�k�����,�:ÿ	�M�Ú�%���C���I�s�k�M�I���
��¤	� § ¢����+y �k�	ú § y ���	¢ �S�k ����£ú����,�C§b�7���I�	�C�|�!¤��Ó�7�b���7����§b�M���Ú���A�7�k�d�k���b�,�7���¬�A���bú
�D�7�I� �7¤��Úúw�%�[�©�,�C§C�k�7ú��búò���ñ�7¤��Ý���k�,�

25
�k�:�k�,�C��F � W G �,�C�b�¬�K�7�îø1�
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�����W���, ��¬�b�t�[�k�d�7�C§b�I�7ú	�����Ü�A����¤��¡�C�k�,�7¤�ûr w�kük�b�£��� ¥ �7�k��§C�C�Ü���y�1�C�W�D�I�7���CúÚ�7���	§C� �RS8Qar �	ø	 	�y��¤	�C�7���7�C�b�¬�y�7�
ød�K¤����W���I�,��§:�A�j�,�C§C�k�7ú��M���I���D�,�I� �k�¡�:�k�,�M�ð�k� �3rarar �^�!¤�� ¥ �7�k��§b�:�Ý�:�A�,��¤	û" ��kük�b�Øý£����¤��¬�k�I������ �ú	�Ó¤��M�I¤��b�
��¤w�A�

M = 6
�k�,�¡�7¤��3ý£�©�M�õ������� � �D�,�I� �RQ8rar ���
��¤	�³�	�7�C�,�C�t�:�

�!¤��©�,�C�M�7����§C����� ���A�7�ð�M��ú��M§:�A�7�Cú �Aød�3ùI�ð§C�I�,�7�b�7�1�I��ú��Ú�7�V�¾�7�b�D�b�7�b��§C�î�¬�k�I�	�M�� 	ú��
M0 = 3.9

�y�7�ñ��¤w�A�C�
�Ú�Aü"�M���î ��,�Ý�k�<�Cûr w�%�����k�¤� � _a	Ø�I���Ý�k�b�����A� �3ùk�C�7�k�I�Ý�,�C§C 	�7�7�b��§C���7�����

tr ∼ 40
�I�C�k�7�K�D�k�Ü�:�k�W��¤�ûr w�Aük�C�

ý£�M�7¤a�¬�k�I������ �ú��b�����þ�7¤��©�7�k���I�
M ∼ 7

���
M ∼ 7.9

�ê� �Ú§b�I�7�,�C�7�1�I��ú	�Ú�D�I�7�¬�k�M�M�¾���}�bûr w�A���M�I��� �R[ 	
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	/�ê�� 	§[¤ �ì�7 �§b§C�C�,�7�M�I�a���M�¬���,�C�b�¬�����ñ�k�I�,�C�õû" ��k�����[�A�7�MùI�b�M�¾ý£�M�7¤þúw�%�[�ì�7¤��3ý£�a�M�a�j����� �
�D�I�K�7¤����I�7�C�A���b�,���C�k�,�7¤�ûr w�kük�b����� ¥ ���A��§C�C�	���<�)ýª�bùk�C�b�y�k�
�7�k��úòø1�b�D�I�,�k���, �§[¤a�A�m�b�,�7���¬�A���M�I�}�Ü 	�,��ø1�
ù"���býª�Cú�ý£����¤Ý�I�,�:�A�y§:�k 	�7���I��������ú��b�Cúz�pH��7�,�!ýª�.§b�I���7�Mú��C���:�k�W��¤�ûr w�küA�C�!ý£�M�7¤�¤����k¤Ý�Ú�A�I�M�7 �ú��<ød�b§:�k ��,�k�	�D�k�
���3ýª�C�y�¬�k�I������ �ú	�k�	���y�M��ú��As¬§b ��M�����
ú��M�,���M���I ��M�7¤���¤��¡�,�C�I ����k���,�C�M�7�����D�7�I� ��¤	�I�7�Ø�k�,�7�"§C���A���búÝý£�M��¤��¬��U,�I�
�:�k�W��¤�ûr w�Aük�C�b���k�Ø�D�I�7�b�7¤��"§[üI�Ø�k�	ú}�A�¯�7�C�,�7¤��"§[üI� ���"�d�Ú�7�C�M�7�����S�M���7 �§[¤V�õú��M�,�7����§'�����k�¾�/ÿ����,�7�C���k��úñ�7�ðý£¤w�%�
�'ÿ"���b�t�£�k��úÝ�,�C�M�bùA�k��§b�R	'�����C§b�I��úz�����È���Èú���s�§C 	�M�È���Ó�D 	���M�Kù��M�býê�7¤����C�k�,�7¤�ûr w�kük�b�yý£�M�7¤Ú¤��M�I¤¬�¬�k�I�	�M�� 	ú����A�
�,���A���M�,���M§:�k�1�bùk�C�t���b��� �k�7�:�%�!�7�I 	�7§C�¡�A�j�b�7�,�I�7�!�M�yø��7�k ��I¤t�!øt�Ú�7¤��¡�7�b���7����§b�M�������%���k���Ü�w�k���A�¬�'���C�ªý£¤���§[¤��M�
ùI�b�,�ßú��As¬§b ��M�����
�C�W���M�Ú�A�7�k���w�I�y�M���,���k��§b�k�w�M�@�I�	�¡����§b�� �ú��b�y��¤��Ø�,�C§C�k�7ú��búð�,�C���,�¬�yý£����¤��¬�k�I������ �ú	�.���b�7�7�b�
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�����k ��7� � ­ ¥ ���A��§C�C�ð�:�A�,��¤	û" ��kük�b�Óý£�M�7¤ñ�¬�k�I�	�M�� 	ú��
M > 6

�D�,�I� �RQ8rar �7�õ�7¤������7�b�7�C�t�C���!¤����I�7�C�A���b�,�
�7�b���7����§
�'ùI�b�r�7�Ü�k�,���7¤��3ý£�}øt�ì�A�7�7�3ý£�b���k�	ú¾�7¤����3ùk�C�7�k�I���7�b§C ��,�7�C�	§C�¬�7�����

tr = 40
�I�C�k�7�³§C�I�,�7�b�7�1�I��ú��

�k�����,�:ÿ	�M�Ú�%���C���¬�7�
M ∼ 7.2 − 7.9

��¤w�A�
M = 3

�I���Ø�Iø	���k�����£�
�,�C���,�¬�M§C�����Ý���%���
1/t0 ' 130

=)�I�:�A�£�D�k� ¥ ���k��§b�:���7�b�I���I���	ý£¤���§[¤ð§C�I�,�7�b�7�1�I��ú��
���Ú�Ú�7�'�D�C�7�b��§C�K�Ú�k�k���M�7 �ú��

M0 = 4.15
�k�	úî���C�kú����7�¬�7¤��K�7�k�¬�K�:ùI�C�7�k�I�Ó�7�C§b ��7�,�C��§b�Ü���M�¬�

tr ∼ 40
�I�C�k�7�

�D�I���C�k�,�7¤�ûr w�küA�C�.ý£�M�7¤î�¬�k�I������ �ú��b���M�ð��¤	�Ü���k�	�I�
M = 7.2

�7�
M = 7.9

�1ý£¤���§[¤��,�C�b�¬���7�Ýø1�K���©§C���k�7�C�
�k�I�,�C�C���C�t�£ý£�M�7¤���¤��Øúw�A���
�7¤��3ý£�©�M�õ������� � �
�!¤��.�, �§C§b�C�7�,���I�ß�k���7¤��.�I�,�:�A���7�b���7����§<�bùk�C�t���£�M� ¥ ���k�	§C�:�����k§b§C�I�,ú������³���
�j����� � ���,�C�C�����7�Ü�Iø1�b�¬û" ��k�����[�%�
����ùI�C���¬�7¤��¡�:ùI�b���k�k�¡�7�C§b§C ��,�C��§b�³�7�����

tr ∼ 40
�I�C�k�7�b��ý£�M�7¤Ý�I���¡�/ÿ	§b�C�	�7���I��ø1�b��ýª�C�b� �3Q W Q �k��ú �3QaS W%� �RQaS YA�

�RSaraQ �Aý£¤��b�7�y��¤	�����M�¬�È�C���k���7�bú
ød�'��ý��b�C����¤��ª��ý��¡�¬��U,�I�@�7 �§b§C�b�7�7��ùI�<�:�k�W��¤�ûr w�Aük�C���M���kø1�I 	�
60
�k�:�k�,�C���!¤��M�

���"�Iür�Ó�M��üA�¬�A�V���,�7�C�k ��\�k�¡�,�M�7 w�A���M�I�z�qý£¤���§[¤}�¬�M�I¤t�Øød�¬�'ÿ����\�A�����bú}øt�ì��¤��¬�I�7�C�A�K�,�C�,������§¬�k§b�7�Mù"�M���ìú� 	�7���	�
��¤��
ý£¤��k���Ü��¤	���¡�1�C�7�M��ú��xO.�����Ú�:�î�k���,�õ�,�C�����¾���M��� � §b�C�,���k���ì�,�C���,�¬�M§
�k§'���Mù"�������b��ý£¤��M§[¤ñ�����I¤t�¡ø1���k���
�7�"§C���A���búÝý£�M��¤¬ý��C�kük�b�<�,�C�M�7���!�k§C§b�I���w�k�t�"�����
�¬��U,�I�ª�:�k�W��¤�ûr w�küA�C�b�w�k�q�D�I�7�b�7¤��"§[üI�È�k��úß�A�¯�7�C�,�7¤��"§[üI� ���"�d�A�
� ����¤��

41 E �¬�%ÿ����¬�k�q�C�,�7�I�����î�b�,���M�Ú�%�����	�¬��¤	���3ùk�C�7�k�I�
�7�b§C ��,�7�b��§C�
���M�¬�Ó����ú	��§:�%���Cú�ø1�b�D�k�7�Ü�M�¡�k�7�,���I�	�Cú
���©�7¤����Ó�k§b§C�I���w�k�t�"�����ð�7�b���7����§¬�k§'���Mù"�����ñ�M�ñ�7¤��Ý�k�	�I�Ú�A���I ��Ø�1�C�,���"ú �RQ W Q � �RS8raQ �M� ¥ �7�k��§C�C�	���7¤��C�ò�I�	�
�7¤��k ���ú¾�k�M���3ý �D�I�¡�A�Ø�M�:�k�W�³�k�ì�Cûr w�k���7�����Ü���ì�I�,ú��C�.�7�õ¤��3ùk���k���k�7¤��C�Ø�¬��U,�I�.�C�k�,�7¤�ûr w�kük�A�¨�!¤����¡�¬�kük�b�
∼ 16

�I�:�A�7�C�"ý£¤���§[¤����M��ú��C�búz�"§C�I�,�7�C�,�d�k��ú��y�,�I ��I¤����Ü���³��¤����k���	�7�:ÿ����¬�A���!���M�¬�£øt��ý£¤���§[¤���¤����:�k�W��¤�ûr w�Aük�C�
��� �RQ8S W%� �3QaS YA� �RSaraQ ¤w�:ùI�ßø1�C�C� ú��b�\�:�I�búmý£����¤ò�,�C�7�1�C§'��������¤����k������� �RQ W Q �S�I�	���Ü ��,�
�k���,�����k���M§C���M�
�����	� � ��¤����I�,�:�A�³�:�A�,��¤	û" ��kük�b�Ü��� �RQaS Wß�k�	ú �RQaS Y��q�:�k§[¤ñ�k�y�¬�k�I������ �ú	�

M = 7.1 © �7 	§[¤Vú��I �ø	���b�7�K�A�7�
���t���,�����k ������k�M�õ�'ÿ�¤��Mø��M�7�Cúì�D�7�I� �������Ü�����7�����
��� ¥ ���k�	§C�:���j�A�Ó�,¤��3ý£�}���¾���M��� � 	/�Ú�" �§[¤V�k�ñ�k���k�Ú�k�M�I ��
�7���� w�A�7���I�õ§C�k ���úîø1�K�Mú��C�t�7��Hw�búîøt�©§b�I���,���k�t�����ð���I�������I�,�����
�7¤��Ü�7�b���,�¬�M§K�k§'����ù������I�1���ð�I�7ú��b���7�Ýú��b�7�C§'�¡�����
���b���7�¡�A§C§C�k�¬�w�A�r�"�M���Ü�7�b���,�¬�M§��k§'����ù������M�C�C�"�k�z�D�k�7�C�,¤��"§[üt���k��ú��A�¯�7�C�,�7¤��"§[üI� ���"�d�A�ª���7�, ��¬�M���Ó�7¤w�A�ª��¤��.�	�'ÿ"�
�7�b���7����§¡�1�C�,���"úð�M� ¥ ���k��§b�:�����<���,�C�I 	�\�k�!�I�	�k�w��¤��b�ð�7¤��Ó�	�'ÿ"���¬��U,�I�£�C�k�,�7¤�ûr w�kük�K�A�¯���b�!��¤��³�I���Ø��� �RS _8_
�
M = 7.4

	<ý��k ���úìø1�
�'ÿ��d�b§b�7�Cúì��¤��b�7���k�7�k ���ú (8r	� _��Ó���	ú��C�búz���A�¡�7¤��3ý£�¾���ì���M��� � �z�I���
§C�k�ì���:�î�7¤w�A�
��¤��Ó�A�¯�7�C�7�,¤��"§[üt�E���"�d�K�k§b�7�Mù"�M���Ú��� ¥ ���k��§b�:���C��ú��búî�k�,�I ���ú �RSaS8r �A�£�7¤��Ó���A���b�,�C�s�A�¯���b�£�7¤��³�I�7�C�A�<ú��I �ø��M�b�7�
��� �RS _a_u�

M = 7.4
	K�k�	ú �3SaQa[ �

M = 7.1
	/�}� �����,���k�,�7�����ì�k�,�I ���ú (8r��Rr ���k� ���t�7�C���,�õ�,�C�M�7����§��k§'����ù������

ý£���M�yød�õ�7�b§C�I�,ú��Cúþ��� ¥ ���k�	§C�:�����k����¤��ß�D�I�7�b�7¤��"§[üI� ���"�1�k�y��¤	�C�þ�7¤��õ�7�M�7 w�A�7���I� �����I¤t��ø1�ð�A� �k���k�Ú�k�M�I ��
�I���A���7�M�¬�M�\�k�����ß��¤��¬�d�b�7���"ú �RQ W Q � �RSaraQ �q�k��úñ�7¤������'ÿ"�Ü�¬��U,�I�Ø�C�k�,�7¤�ûr w�kük�¬ý��I 	��úñ�7¤��C�ñød���1�I�,�7�d�I�	�Cú
 ��t���M���È�k�7�k ���ú (8r W r © �M���j�I�V��¤��Ú§C�I�t���7�k�,�k����¤	�C�7�Ýý£�M����ø1�Ý�©�7�A��¤��b�Ü����ú��b���A�7�¬�,�C�M�7����§Ý�A§b����ù"�M���¾���¾��¤��M�
�d�b�7�M��úz�w�7¤��C�©�7¤��K�,�M�7 w�A���M�I�õ���<����üA�C���Ý���¬ød�K�¬�7�b�I ����k���k���k�d�k��úõ��¤��Ó���'ÿ"�¡�¬��U,�I�£�:�A�,��¤	û" ��kük�Kýª�I ��Múîø1�
�'ÿ��1�C§b�7�Cúò�A�7�I ��	ú (8r�� _������M����¤��b�7�k�@¤��3ýª�bùI�b�C���A�7���I�����îùI�b�,�¾ûr w�k�����[�A�7�Mùk�Ü�C�W�����¬�A�7���I���b���Ú�Aú���¤��C�,���D�k�
��¤��¡�	 ��7�1�I�7�¡�A�����C���	�7�����I�������C�W���M���Ü��¤�����¤��b�I�7�'����§C�k���,�C�, ��M�7�!���7�b�7�C�t�7�Cúõ¤��C�,�C�����w�k��úÝ�D�I�������M ��,�7���A�7�����¡�7¤��
ür����úß�k���k�w�k���"�7��§C�k��ú��M�7§b ��7�,���I����¤	�b�ß�¬�3�Ý�k���M�3ý �D�k�C�
ª f1_�e[vSl6_qpru�eKpD«�p"ikc){k÷ ���w�A�,���D�7�I� �,�[�%�����W���M§:�k�	�7¤��C�k�7���b�C�"�k���A��¤��b�È�7�I����§!�K �§[¤Úú��bøw�A�7�CúÚ�M�¬�,�C�M�7���I���I�A�K�M�



Q )+*-,-.0/'1�23*546.87:9;*

��¤��¡ 	��ú��C�,�,���k��ú��M�����k�q��¤��¡���k�����M�����C�k�ª��<��b§b�7���A�7�7�"§C���A���búÝý£�M�7¤Ý��¤��¡���,�I�w�k�I�A���M�I�Ý�k�q��¤	�.�7�b���7����§��C���b�7�k�k�
�k��úìý£�M�7¤ì�7¤����7�b���7����§Óýy�:ùI�b�K�M�¾�k�C���b���k�6�t�!¤����Ø�M�Ø�k�ì���7�, ������ì���I�"�����M���:�A���C���k�,�7��§b�M���I�q�A��ú¾�k�ñ�M���,���k��§b�
�k���k���'ÿ	�k§'���,�I�� ������k�Ý�����
���I��� ���M���:�k�Èýy�:ùk�Ó�bû" ��A���M�I�ß���yø��,����@������,�C�7�b�t���Cúð¤��C�,�k�s�k�yýª�C�M���k�!�����!�7�b�\�A�7���I�
������¤	�õûr w�A�7��� ���\�A���Úý��3ùk�C�b�>F � Y G �!¤��ß���t�7�7���k ������©���7�, ��ß���V�7¤����
§b�I�����b§b���M�I� ���Ü�7¤w�A�
��¤	�õ�	�I�����M�����C�k�7�����M�C�
�k�7�Ú���7�b�7�C�t�C�ª�/ÿ��A§b�
�,�I�� 	�7���I�	�C���k�Ó��¤����I�	�Ý���7�b�7�b�r�7�Cúmød�b���3ý �k�7�Ú �����¤t�"�7�M§:�k�6���k��úò�,�7���M���7¤����C�����M�7��§C�k�
�Iø��,�C�,ùA�A�7���I�	�Ó�A�7��§C�I���w�A�7��ø��M�Üý£�M�7¤ñ�ß���M�¬�����búî�����1���k��ûr w�A�7��� ���M���:�k�¡ø1�C¤��3ù"�M�I ��Ø������¤	�¬���,�I�w�k�I�A���M�I���k�
��¤����,�C�M�7����§©�b���C�,�k�ê�A��ú ��¤��ì�A�7�7�"§C���A���búê�'<d�C§'���C� � ���M�Ý�7¤��3ý£� ø1�C���3ý ��¤��A�����	ú��C�búz�<�7¤��C�,�ì�k�7�©���"§:�k�
�k�������AHw§:�A�7���I�V�S�A§b���k�7�����þ�7¤��©�	�I�����M�����C�k�
�'<d�C§'���Ý�A�.��¤��ð���7�k�w�k�t�A�7���I�m�k�.�7¤��õ�7�C�M�7����§õ�C���b�7�k�k�yý£¤���§[¤��
¤��3ý��'ùI�b�C�1�,���M�����k���M�)ý �D�I�£�
ûr w�k�,��� �����	�:�k�y�,�C�I�M�¬�A�
�!¤��}Hw�,�,�!�	�I�����M�����C�k�È§C�I�,�7�C§'���M�I�Ú���Ó��¤���ý��:ùI�¡�bû" ��A���M�I��§C�I���C�È�D�7�I� �7¤��.§C 	ø���§¡�A��¤w�k�,�¬�I�	��§C�����M�C�C�Iý£¤	��§[¤
���C�kú������k�õ�C�\�A�,���M§.�C�	�C�7�A�

E =
∫

dr(
λ

2
u2

ii + µu2
ij +

1

3
Auijujkuki + Bu2

ijukk +
1

3
Cu3

ii) ,
� �RS 	

�D�I�ª�k�Ý���,�k���,�I���M§��b�\�k�W����§£ø1��ú��I��ý£¤	�C�7�
λ
�k�	ú

µ
�k�,���7¤��� ��, w�k�d¬@�A�¬�<§C�"�'s�§C�M�C�t���b�

A, B, C
�k�7��§C�I���W�[�k�t�

§C�"�'s�§C�M�C�t���b�"�k��ú
uij = (1/2)(∂ui/∂xj +∂uj/∂xi +∂uk/∂xi ·∂uk/∂xj)

���j��¤��y§C�k�,�7�C�,�\�k�i�­Hw���M�7�'�®	j�,�7���k�M�
���b���7�I�b��� �!�����k�7�, ����CúÝ��¤��A���7¤��.§C�"�'s�§b���C�t�7�y����� �RS 	��k�7���7 �§[¤õ�k�È��¤��.�W�[�kø	����������§C�I�	ú��M�7���I���ª�k�,�����%�����#Hw�Cú��
�����,�,�C�q���7���k�	�,ùI�b�7�,�¬ú��M�7�����k§C�b�¬�b�t�:�����:�k�

u2(x1)
���¡���A�³�\<��b§b�7�Cú¾ør�©��¤���§C 	ø���§��k�	¤w�k�7���I���M§C�������b�.�kø1�3ùI�A�

�7�Ü�7¤w�A�y�7¤��.§C�k�7�7�b�7�1�I��ú��M���
���M���:�A�ªý��3ùk�Ø�Cûr w�A�7���I�Ý�M�y���'�¯�y ��	§[¤w�k���I�bú��D��¤	�.�����A���,ùk�C�7�,�¡ýy�:ùI�b�£���7�I���k�t�A�7�
ý£�M�7¤ßùk�C�M��§b�M���

vt =
√

µ/ρ
��ý£¤��C�,�

ρ
�M�£�7¤��¡ú��b���7�����ß�k�j�7¤��Øød�"ú	�p	'�

� ���I���k�M�� 	ú����w�A��ú��M�7�����k§C�b�¬�b�t�
u1(x1) = u(x)

�M�C��¤	�)ýª�bùk�C�b�³�, �ø+U,�b§b���bú ���ò�7¤��ì���I��� �����	�:�k�Ý�bûr w�A���M�I�

∂2u/∂t2 = (∂2u/∂x2)(v2
l + v2∂u/∂x)

�zý£¤��C�,�
vl =

√

(λ + 2µ)/ρ
���<��¤��Üùk�C�M��§b�M���ð�k����¤��
�M�I���I���� �ú	���w�k�

ýy�:ùk�C�C�r�A��ú
v2 = [3(λ+2µ)+2(A+3B+c)]/ρ

�M�j�<§[¤w�k�7�k§b�7�C�7�M�,�7��§È�7ûr w�k�,�ªùI�b���"§C�����I��¬��C�3ù"�M�����A�7��ú	���k�I�k���
��¤��Ø�W�[�kø��M�������Ú§b�I��ú��������k���C��F � Y G �k�	úðú��b���k�7�����

U = ∂u/∂x + v2
l /v

2 ����¤	���!���I�"�����M���:�A�y�Cûr w�A�7���I�ßø1�C§b�I�¬�b�

∂2U/∂t2 = (v2/2)∂2U2/∂x2 .
� (8r 	

�!¤������bû" ��A���M�I��������¤	�!§C�I�t���M�r � �� ���M�¬���@�k�d�7¤��<�w�C�7������¦��k�W�[�%��¢����k� �Cûr w�A�7���I�z��F � Y G � �7���7�I�M 	���M�I�z�t�k�	ú¬�,�I�� ��
���M�I���y�k�q�A��¤��b�C���,�������\�A�C�t�Cûr w�%�����k���!¤w�:ùI�¡ø1�C�b�ð�A�w�k�M�+�b�Cúß�7�b§C�C�t�7�M�Ýøt�Ú�Ú�kür�M���Ü ��,�¡�k�q��¤��V¬������k���k�Cø��7�K�k�
��¤��£�bû" ��A���M�I�¬�W�"�¬���b�7�,�
�I�,�I ����k��ú���¤	�<�	�7�I�M�I���t�A�7���I�Ó���C§[¤	����ûr ��A�>F ��T8G �!¤��<�7�I�M 	���M�I�

U(t, x) = g(t)f(x)�k�z�bûr w�A���M�I��� (8r 	�§C�k�Úø1�£�Iø	���k�����bú¬øt���b���C���C�t���k�,�
ûr w�Aú����A�7 ��7�b�C�6�!¤��£���M�¬�!ú	�C�1�C��ú��b��§C�������I��ùI�C��øt�0F � Y G

g(t) = |s| [
√

3
1 − cn(

√√
3 |s| |ωt|)

1 + cn(
√√

3 |s| |ωt|)
− 1]sgn(ω2) ,

� (�� 	

ý£¤��C�,�
s = −g(0)

�
ġ(0) = 0

	'�
ω
�M�Ø�õ§b�I���W�[�k�t�Ó�k�y�M�r�7�C�I�7�A���M�I�ì�k��ú

cn
�M�¡��¤�� � �k§C�kø����C�M����������§Ó§C�I�,�����/�

�k���������� �ú��A� �w ��	§b���M�I�
g(t)

�I��ùI�b� øt�¯� (�� 	
���Ý�ñ�d�b�7���"ú��M§õ�D ��	§b���M�I�þý£����¤ �1�C�,���"ú √√
3 |s| |ωt| = 4K

�
ý£¤��C�,�

K
���Ý�7¤��ì§C�I�������'�����b�����M�	���M§©�M�r�7�C�I�7�k�

F (π/2, k)
� ∼ 4

	Ú�D�I�
k2 = (2 +

√
3)/4

� � �õ¤w�k�ß�7�M���
�I ����k�7�������b�Ü�A� √√

3 |s| |ωt| = 4K(n + 1/2)
��ý£¤��b�7�

n
�����k� ���t�7�C�I�b�C���!¤��b�7�õ�7�M���I ����k�7�������b�K�¬�kük�Ý�7¤��

�7�I�M 	���M�I�¾�k�!�Cûs��� (\r 	Ø 	����¤t�"�7��§C�k�E�B�!¤��¬�7�w�%���\�A�Èú	�C�1�C��ú��b��§C�
f(x)

���Ø�I��ùI�C�}ør�ì�7¤��Ú�M�¬���M��§b�M�.�bûr w�A���M�I�
√

(|f/h|)3 − 1F (1/2, 1/3, 3/2; 1 − (|f/h|)3) = 3 |ωx/v| /2
√

|h| ��ý£¤��C�,� F
���Ó�7¤��B]Ø�k ��,�K¤t�"�d�b�7�I�b�A�

�¬�'���,��§Ø�D ���§b�7���I�©�k��ú
h = f(0)

�����k���A��¤��b��§C�k���,���k�t�¡�k�����t�7�C�I�7�A���M�I���
f ′(0) = 0

	'��F � Y G �s 	��§b�7���I�
f
�I�"�C�

���Mük�
f ∼ |h| sgn(ω/v)2 + (ω/2v)2x2 �D�k�

x ∼ 0
�y�k�	ú

f ∼ (ω/2v)2x2 �A�����pH����M�7�c�
x → ±∞ 	/� � �

���Kýª�I�W��¤ ���k�7�����î�7¤w�A�
f(x)

���Kød�I 	��ú����b�7�Ü�D�I�
�,�w�A�7�\�k�Èød�k ���úw�k�,���b�
���\�k§b�Cú �A���M�pHw�������A��ý£¤���§[¤m�kú�ú	�Ü���
��¤��K �����¤t�"�7�M§:�k�j§[¤w�k���A§b���b�.�k���7¤��Ü�7�k�� 	�7���I�z���!¤��Ü�k�C���b���k�j�7�I�M 	���M�I�©�k���7¤��K�	�I�����M�����C�k�<�Cûr w�A�7���I�©�D�k�<�7¤��
���I�	�I�M�7 �ú������k�d�W���7�k���

u(t, x)
�7�:�Aú��!��¤��b�

u(t, x) = g(t − t0)
∫ x

0
dxf(x − x0) − (vl/v)2x + c ,

� (a( 	
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ý£¤��C�,�
��¤��
�I�,���I�M�î�k�����M�¬�
t0
�A��úî��¤����I�,���I�M�©�k�È�,�w�k§C�

x0

�k�7�K���t���,��ú� 	§C�Cú��q�k��ú
c
���.�k���k�7¤��C�¡§b�I���,���k�t�

�k���M�r�7�C�I�7�A���M�I�z�I�!¤��Ü���A�� ��,�K�k���7¤����<�7�k�� 	�7���I�ð���£ý��I�W��¤�ú��M�7§b ��7�,�������������,�,�C�1�����M��ýª�I�,�7¤î���k�7��������¤w�%���7¤��
ú����,���\�A§C�C���C�t�£�I��ùI�b�õøt��� (a( 	��������M���C�È�\�A�7�I�¡�W�����A�����6�A��úð�W���,�C�7�C	!ùA�k�M ��C�£�%�!��¤��Øø1�I ���úw�A�,���k�@��¤	�³�,�w�A�7�\�k�
�7�b�I���I���Iý£¤���§[¤�����§b�I���,���,�7�C�t��ý£�M�7¤��7¤��<�k§C§b ��Ü ����A���M�I�
����ú��b�	�k�1��¤	�<§b�7������§C�k���D�"§:�A�p�C�k���£�C�������3�I�bú¬¤	�C�7�b���z�
���C§b�I��úz����¤��b�7�¡�\�A�7�I���,���7�k���Ý�k��ú��,�7�7�b�7�yùA�k�� 	�C�y�¬�:�Ú�M�:�kúÝ�M�Ú���M�¬�£���
�, ��	�7 ��7�b�£�A���7¤��.ø1�I ���úw�A�7���b�y�k���7¤��
�D��§C�k���b�I�����S�I�£�%�!��¤��Øø1�I ���úw�A�7���b�!�k�@��¤��Ø§C�,�M�7��§:�A���7�b���,�¬�M§¡�7�C�k���I��	/���k�<�
§C�k���7�bû" 	�C��§b�K�k�@��¤��Øø1�I ���ú	���C�,�
����§b�7�C�k�7���k�³��¤	�î�������©ú	�C�1�C��ú��b��§C���Dý£¤	��§[¤ ���Ý�,�����I 	�\�k�Ú�A�ß§C�b�,�[�A��� ���M�¬�b�C���k�����k�7�Cú �kø1�3ùI�R	/�P�!¤��b�7�
�7 ����� ��,�C�Ø�Ú�:�©���7�I���k�t�A�7�k��ý£�M�7¤ñ�����k���� ��	�M�D�I�,� ùk�C���"§C�����I�zý£¤��M§[¤ñ�,�C���,�C�,�C�t���Ó��ú����W�����	§b�Ø���C§[¤w�k�	���7� �k�
ú����,�7�M�w�A���M�I���k���7¤����,�C�M�7����§£�C���b�7�k���M���7¤���§b�7������§C�k�:�b�I���.��<��b§b���búÚøt�����I��� ���M���:�k�,�M�7���C�b�q� ���M�ª���A�ª�,�C�W���7�M§b�7�Cú
���ð§C �ø��M§Ú�A��¤w�k�,�¬�I�	��§C�����M�C�C��¤	���I¤��b�W� �I�7ú��b�Ó�	�I�����M�����C�k�¡§C�k�r�7�7�Mø� 	���M�I���¡���õ��¤���ýy�:ùk�Ý�Cûr w�A�7���I�ñ���C�kú����	�ß�7�
���7���������k�<ød�b¤w�:ù��M�I ��b�>F � Y G �!¤����,úz�q�M�¡�M��ý��k�,��¤¾���k�7�����Ý�7¤w�A�¡�7¤��Ü���k���k���b���C�,�k��§C�k���7�b�,ùI�b�C�jø� 	�Ø�M�Ø�M�.���I�"�
 ������D�I�7���M�ìú��M�,�7�7��ø	 	���búz���7 �§[¤ ��¤��A���7 ����� ��,�C�
�¬�3�}�k���1�:�A�
���}�7�����Ý�A�
�7¤��Ýø1�I ���úw�A�7���b�
�k�£��¤����,�w�A�7�\�k�
�7�b�I���I�����!¤����C�	�C�7�A�°@w�3ý �A�¡�7¤��
ø1�I ���úw�A�7���b�¡����§b�7�C�k�7�b�Ó�A���7��ø1�I ��	ú����b�7�M�©�������M�¬�A�N�!¤	���	�7�"§C�C�,�Ó�M���kü"�
���A�7¤��C�!�M��üA�¡�Kù"��ø��7�A���M�I�Ú��¤��k�õ�
ý��:ùI�Ø���,�I�w�k�t�%�����k�z�����M�d�7¤��C�,�Ø�D�C�A�� 	�7�C�!�¬�küA�.��¤��¡�,�I�� 	�7���I�� 	����¤t�"�7��§C�k�E�
¢�ÿ��A§b�:�	 �����¤t�"�7�M§:�k�z�,�I�� ������k�����k�q�	�I�����M�����C�k�������1�¡ú��b�7§C�,��ø1�Cúõ�kø1�3ùI�¡�k�,����¤	�C�7�'�D�I�7���¬�I�,�¡�k���	�7�I���,�\�A�7�<�D�k�
��¤��Ø§b�7�M�7��§C�k�d�D�"§:�k�d�C�I���³�k�	úõ�D�I�y�7¤��Ø�7�b���7����§��7�C�k���I�ßú��M�7�7 	�	���búðøt�Ý�7¤��Ø�:�k�W��¤�ûr w�küA�C�b�
���¯�7�C�j�k���I�7¤����@�7�b���7����§��b���C�,�k�³���qú����,�7�M�w�A���búK�M�Ó�, ��	�� 	�7�C���k��úÜú��k�Ú�A�I���k�	�7¤����b�\�k�W����§�ø1��ú��I�)��¤��ª���I��� �����	�:�k�
§C�I�t�7�7��ø	 	���M�I�����7���7¤��.ý��3ùk�Ó�bûr w�A���M�I���¬�3�Úød�.ù"�M�býª�Cúð�k�!�d�b�,�7 ��7øw�%�����k�Ý���Ü��¤	�³�	�\�k����ýy�:ùI�³�7�k�� 	�7���I���ª�k�
��¤��³���M���:�A�y�Cûr w�A�7���I���ª����ú	�C�Cú��1�M�t���7�"ú� �§b�����
�7¤��Ó�1�C�W�� ��,øw�A�7���I�ß�w�k�7�k���b���b�

ε = (v/vl)
2 ��¤��³�Cûr w�%�����k�ß�D�k�

��¤��Ø�M�I���I���� �ú��M�w�k�1ú����,���\�A§C�C���C�t�£�¬�:�Ýø1�Øý£�,�M�,���C�õ�k�
ü − v2

l u
′′ = εv2

l u
′u′′

��ý£¤	�I�7�Ø�7�k�� 	�7���I���,�:�kú��;F � Y G
u = a cos(ωt − kx) + 1

16
εa2k2(x + vlt) cos[2(ωt − kx)]+

+ 1
128

ε2a3k4(x + vlt)
2[cos[3(ωt − kx)] − cos(ωt − kx)] + ...

� ( WD	

ý£¤��C�,�
a
�M����¤��£�k�����M�M�� 	ú��k�

ω = vlk
�����7¤��!�D�7�Cûr ��b��§b���A��ú

k
�M����¤	�£ý��:ùI�'ùI�C§'���I�ª�k�s��¤��!�b���b�¬�b�r���k�,�K���\�A���

ýy�:ùk�k�°�!¤��Ú�7�I�M 	���M�I�ñ�k�MùI�b�Vøt�±� ( WD	¡���b���k§'�� w�k�M�M�k���õ�7�7�M�������'ÿ��w�k�	�7���k�V���ñ�d�3ýª�C�7�K�k�!��¤��¬�d�b�,�7 ��7øw�%�����k�
�w�k�7�k�¬�'���b�

ε
����¤��Ø���%�����

ak
�k�@��¤	�Ø�k�¬�	���M�7 �ú����7�
��¤��¡ý��3ùk�C�M�C���k�7¤z�1�k��ú���¤	�³�7�A���M�

lk
�k���
§[¤w�k�7�k§b�7�C�7�M�,�7��§

���b���k��¤
l = x+vlt

���<��¤��Èýy�:ùk�C���b���k�7¤z���!¤��y�,�I�� ������k��� ( WD	����j�k§b�7 w�k�����Ø�k�
�A�,�"�¬�����k�7��§È�7�C�,���b�C�t�k�	úK�M�j¤w�k���
���M�¬�����CúÓùk�A����ú	�M���Ó�)ùk�C�5Hw�������£ú����W�[�k�	§C�C�È�k�	ú¬���M�¬�b�C�t���,�3ù��Mú����	�Ø�7¤w�A���7¤����A�¬���M�M�7 �ú��y�M���Ü �§[¤Ú�,�Ú�A�����b����¤��k�
��¤��<ýy�:ùk�C���b���k�7¤z�ª�� �§[¤��Óý��:ùI�.�¬�:��ød�<ù"���býª�Cúß�A���Kûr w�A�7��� ���\�A���!ýy�:ùI�A��jlklm;k��Ó�����k���£ýy�:ùI�¡ú	���,�7�I�,�7�Cú¬ør�
¤����k¤��C�����I�,ú��C�y¤��k�7���I���M§C�y�k�j���M�¬�����bú¬ùA�k���Mú��M�����M���7�w�k§b�³�k��ú����M�¬�A��� �£����ýª�I�W��¤õ���k���M���Ü��¤	�Ø�k�¬�	����H�§:�A�7���I�
�S�k§b�7�I�

F
�A����¤��Ó�I�7ú	�C���A�

F ' 1 + εalk2/16
�D���©ú	���7�	�\�k§b�C���C�t��	!ø��7�k ��I¤t��øt�õ��¤��Ó���I��� ���M���:�k�!��<��b§b�7�����

�7 �§[¤¬ûr w�k�7�Ã�������k����ý��:ùI�b�C���A�¬���M��Hw§C�A���M�I�Óý£¤	��§[¤�����ýª�C�M����ú	��§b ��¬�b�t���Cú��M���7¤��<�k�w�k���"�7�����k�d�7¤��£���"§:�k���7�b���7����§
�'<d�C§'���.ú� 	�Ó���Ú���I��� �����	�:�k�,�M���M�C�b�����©�C�,�7���¬�A���M�I�õ�k����¤	�Kú��M�,���,��ø� ������k�ð�k����¤��Ó�7�C�M�7����§³�C���b�7�k�õ�I�,���I�M�w�A�7�����
���õ�����"§:�k�M�>�C�búÝ�D��§C�k���b�I���³�7¤��3ý£���7¤w�A�£��¤	�³�M�I���
ý��3ùk�C�M�C���k�7¤��.�A��úð�,�Ú�A�����k�����M�M�� 	ú��C�!�A�7�¡�S�:ùI�I ��,�Cúz�w�7¤��
���A�7���

ak
ød�b�����K�k����¤����I�7ú	�C�y�k�

10−2 − 10−4 ���!¤��b�7�'�D�I�7�A���I���.�¬�:�� ��7���7¤��.ûr w�k�,��� ���\�k�	�<ý��:ùI�C�!�	��§b�7 ��7�b�
 ��ß����ú����W�[�k�	§C�C�

l
ùk�C�W�ß�\�k�,�I�¡����§b�I�¬���k�7�M�7�I��ý£�M�7¤���¤��¡ý��3ùk�C�M�C���k�7¤��C��F � Y G

�����A��¤��b��ýª�I�,�7¤î���k�7�����¬���I��� �����	�:�k�£��¤��b���I���C���k���k���1�:�k�,���M�ð��¤	�K���I�"�����M���:�A�<§b�I ����M������ø1�b��ýª�C�C�¾�����I���
�I�M�7 �ú��M�w�k��ú��M�7�����k§C�b�¬�b�t�³�k��úV�����7�k���WùI�C�,�7�¬�I���k�@���,�I�w�k�t�%�����	�õ�M�¾�7¤������k����ú����,�C§'�����k�z�Ú�ª�C�7�Mú���¤����I¤	�C�W�
�I�7ú	�C�Ü¤w�A�7���I����§b�K�A��ú �k�������AHw§:�A�7���I���S�k§'���I�,�C���7¤��C�,�Ý�¬�3�}�k���1�:�A�K�7�b�7�I���k��§C�b���A�Ü§b�C�W�[�k�M�}�D�7�bû" 	�C��§b���C�b�
ú� ������©�7¤��Ú§b�I�Üø��M���Cú��E�D�7�bû" 	�C��§'�ñ�	¤��C���k�¬�b���I�z���A�C���D�I�³���	�,�[�A��§C�A���A�Ó��¤��������A���,ùk�C�7�,�Úý��3ùk�Ý�D�7�bû" 	�C��§'�
ω2 = (ω1/2)(1 + vt/vl)

��ý£¤��b�7�
ω1

�M�Ó�7¤��¬�D�,�Cûr ��C�	§b�V�A�!��¤��¬���I���k�M�� 	ú����w�A��ýy�:ùk�k��F � Y G �� �§[¤ò�,�C�7�k�w�k��§b�C�
ú��C�1�C�	ú��I�Ú��¤	�����%�����

vt/vl

�A����¤��<ýy�:ùI�b�yùI�b���"§C�M�7���b�C�������k��¤	�C���	�I�����M�����C�k��§C�k ������M���Ü�A�7���,�C�b�"�D�I�È���	�,�[�A��§C�A�
�D�7�I� ���I�	�I�M�7 �ú������k�jú	���7�	�\�k§b�C���C�t���¡�k�È��¤	�����"�1�

u1(x1) , u2(x2) , u3(x3)
�zý£¤��M§[¤ñ�����k¤r�.ød���7�b���'ùk�A�r�¡�D�k�

��¤��<ú	�"�w�k����§b���k���7¤����A§C§C 	�Ü ��\�%�����k�
�¬�"ú��C�w�A����¤	��§b�7�M�7��§C�k�	�D�"§:�k���b�I���k�¡�!¤��C�,���7�b�C���ª�	�k�ª�7�Óø1�<�³�,���������
���,�:�A�7�¬�b�r�£�A���7 	§[¤ð§b�I ����M�Cúõ���I��� �����	�:�k�y�bûr w�A���M�I���b�
²Ófd_@itvShj{:lDf1_j{A÷ �!¤��b�7���,�C�C���K�7�îød�Ý�A�Ü�M�:�k�W�Ó�7¤��7�b��øw�k�7�M§¬�D�C�A�� ��,�C�Ü�1�C�W�[�k�M�����	�õ�7�©��¤��Ú�7§C�M�C��§b���k�y�7¤��
�:�k�W��¤�ûr w�Aük�C�b���k§b§C�I�,ú����	�.���¡��¤��£���,�C�,�C�t���M�Ú�A�I���k�1��¤	�����7§b���b��§C�A�������,�,�:�A��¤��£�C�	�C�7�A�
�k�1��¤��£�:�A�,��¤	û" ��kük�b�ª�M�
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ú����W���,��ø� 	�7�CúÝ�3ùk�C�£�K¤r ��I�¡�,§:�k�M�k�	�k§C§b�I�7ú��M���K�7�K��¤����7�C����� �C�������,��§C�k��]Ø ����C�rø1�C�,�A��«£��§[¤t���b�y�\�:ýØ���k�y�I��ùI�b��ør�
� � 	��I��� ( 	'�r�7�b�\�A�7�����.�7¤��<�7�C�M�7����§£�C�	�C�7�A�
���³�Ú�k�k���M�7 �ú��

M
�6�!¤��}]¡ 	���b�"ø1�C�,�A��«£��§[¤t�7�C�È§C�"�'s�§C�M�C�t�

b = 3.5����ýª�I�W��¤¾���k���M����¤��b�7�i�S�bûr w�A���M�I�³� ( 	&	'�Ü���C§b�I��úz����¤	�
�7�C�M�7����§Ü�b���C�,�k���I�,���I�M�w�A�7�C���M�ì�Ý���A�7¤��C�¡�,�C�W���7�M§b�7�Cú
§C�,�M���M§:�k���D��§C�k���C�I�	�k�	�A���Ø§[¤w�k���A§b���b�7�M�,���M§��M�����C�k���7���C�<�I�Mùk�C�¬ør���lWD	 © �A����¤	�����A�¬�!���M�¬�A�t�Cûr w�A�7���I�°��WD	��,�b�D�C�,��k���,�Ó�7�
�k���C�	��§C�b�t�����A�����b���k�7¤Ú�7§C�k����§[¤w�k���A§b���b�7�M�,���M§��k���7¤����,�C�M�7����§��,�C�I�M�I�Úú	���7�, ��	�7�Cú�øt�¬�7¤��.�C�k�,�7¤�ûr w�kük�A�
�!¤����,úz�j�7¤��Ú���k�7�k��ùA�k�,���'���ì�k�y��¤	�¬�C�k�,�7¤�ûr w�kük�b�
���¾�C���b�7�k�k���¬�k�I������ �ú��A�j�r ��Kød�b�C���,�w�k§b���k��ú¾���������7 ��%�
�I�C�W���!�Ó�,�[�%�����W���M§:�k�d�k�����,�t�k§[¤z�	�k�yøw�A�7�Cú��k�Ú��¤��b���Èùk�A�7���k ���ú��M�,�7�7��ø	 	���M�I���C���� �§[¤ß�K�W�[�A�7���W����§C�k�d�k�����,�t�k§[¤Ý�M�
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