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��zwn�e1c3�Æegt�Çgh�oCn"oI¹ ���7�IÀ��IÀ��M���M�7���P���"�C�C¤	�7�7�P¼È�1�C�,���I���§�D���.�7���
É��7�Y�¥�������K�M�|�I¤��§�7�C�I�7���	����¨Á�IÀ1��¤	�§�7���
���A�7¤����I�Ãº»���,��¼Ã ÃÊTËTÌCË®������¤��.Í�Î"ÊmÏ�Ð3Ñ3Ð\Ò�Î"ÊTÓ"Ì�Ô§ÓIÕTÖ�×,ÓIÏØÊ�Ñ' �ºy�M�7�u�°�%¯"º��P���E �ºy�	�� g�I�7�I¤���¼ �3Ù�ÚIÛ  ����I¼Ü���¿�I¼����M�
�����%���A�7���¿�@���}¨��I�,�C���I�,��¼��M�,�7�7��À	¤	���P¼K�3Ä��C�dÄ��C�M���P�M�7���C�

v
�I�C�P���7¼	����¨<�����7���

exp(−const·v2)
�]�:º¥ 	ÊTËTÌCËd�7���C�M�

��¤��KÀ1�C�
dN ∼ exp(−const · v2)dv

��­§À�Ä"���I¤��7�£�� 
dN/dv
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¼��P���7�£�¢���I�d���7�IÀ��IÀ��M���M�¢�I�j�!���M�!���!�,�����\Ý��M��¨� 
Àv�P�:�I¤	�7�.º»�§¼��
���I�!�,�C�¥�I���¿�7�C�I�7�����D���»�M�»���KÀ1�.�7�	���Á���7�P�)ÄI�C�P ��M�����¦�����7�<�D¤���¼��A�¿�P�����I�v�7���I���'Ä��C�Ü��¤	�
�A���I�¿�M�,���M�K�C�I���C�P�	���A�����	�����A��¤��7�I�½º»���7�M¼Ã dÀ1�C�C�I¤��,���D�,���Þ�A�7���¿�.º»�x�C�I�����A�}¼	�C�7�£Ä������7�IÀ��IÀ��M���M�7���P�C ÃÀ�¤��
�D�7���ß���7�IÀ��IÀ��M���M�7���P�»º»�à�C�I�Á�C�����P�C�£Ä��}�A�������y�I�!���A�,���P ����!�1���7�,��À��M���M�7���P�C "�I�d�7���¥�x�%�7���P�C�
�}c)egf@h�fjiTkTiDl/�~h�`d¸átEc%n"âÃswn"`drI�g¹ �°¤��\�¿������¨I�C�½À1�P�D���,�I ��I�,��¤���¼ �)ÚAÛ�Û  ������!�A�v�7���<ª��C�,����¤��M���Eã¶�j¼	���7�P�3Ä��C�,�C¼
�����%�!�M�@�7�I�¿�'�����M��¨K���!¨I������¨}���
���I�	�v�P�Üºy�£�������,��À��IÀ	�����£�¢�

p
 	�7���C�Ü�M�¦�I���1�:�I�,�¦�D���

q
�A��¼������£�

q
�7�����C�¦�M�

N
¼����:ºy�yºy�M�7�Ü�7���¥���7�IÀ��IÀ��M���M�¢�

f(p) = Cq
Np

q(1 − p)N−q . ä �3å�!�������D¤����P�7�����u���I�.�æ�,�C�¿�I�7Ý%�IÀ	���à���7���1�C�Y�¢�1´��£���M���1�:�IÝA�C¼ç���u�7�����D�7�PÂ�¤��C���'�
p0 = q/N

�I��¼�¼��M�7�1�C�,�7�C¼
�I�7�I¤���¼~À�� √

p0(1 − p0)/N
 gºy�����\�u�7�C�M���y�����A�<�D���

N
���I�7¨��¥�P����¤�¨��°�����}���7��À��IÀ����M�M�¢�

p
�������7�P�C���,�C�£�������

�D�7�PÂ"¤	�C���'�è�I�y�"�C�C¤	�7�7�P���C�
q/N

�~¡¾�
�M���C�I���M�C¼È�7���çéP���:ºê�I�y�]�I�,¨����"¤	�KÀv�P�7�:éA ��I��¼è�£���M�}���	�x�D��¤���¼��A���M���
�I�½�7���}�P�¿�	���7�M�:�I���	�7��À��AÀ����M�M�¢�� 	���<�7�����P�¿�	���7�M�:�I�v�D��¤���¼��%�����I�°�I�½���7��À��IÀ����M�M�¢�I 	ºy�����\�u�x�I¼	�}���,��À��IÀ	�����£���M�C�
�����xÀ��I�7�M�K�I�!�7���æ�7�P���P���7�MÉ��¿�¿�'�����"¼Ã�~�!�	�����7��À��IÀ����M�M�¢� ä �)å �M���:�A�����P¼È�7���æÀ��M�������]�I��¼��M�,�7�7��À	¤	���M���Ã�~ë����
p = ν/N

�£�.À1�C�C�I�¿�P�¥�d���M�7�7�I�Ãã5�§¼	���,�7�7�MÀ�¤	���M���
νqe−ν/q!

�I��Ä��P�,�u�������7��À��IÀ����à�PÄI�C����� ä �M��ÝA�Kª������I���I�Y���Iã¶��7���M¼����P�7�
Ý����\ÝA�C¼ì���ç¼��C�A���íÀ��è�K¤��M�C� å  �ºy�����M���'¯����I��¼	����¨ç�M�
�I�7��¤	��¼
p0 = q/N

º»�Ü¨��P�����	�|éP�����,�x�I�¾é
¼����Y���,��À�¤	�7�����

(1/σ
√

2π) exp[−(p − p0)
2/2σ2]

 �ºy���P�7�
σ =

√
p0(1 − p0)/N

�������	�°¼��M�7�1�C�,�7���I�Ã�î�!���
�]�A�,���P�à�M�}�7�I��¼|���°���:Ä��æÀ1�C�P�W�7���3ºy�èÀ��á«à�A¤��7�P ��I�7�I¤���¼ �3ÙIÛ�Û  wºy�����M���,¤��7�1�C�'���M��¨~���M��À��IÝA�C�}�I�¦�D��¤��M����¨
�����ïºy�M�7�Ü�7���§º��P��¨����<�I�d�����!¼��I���£�xÀ��,�:�I¼	�C�
{�z@h�`@r�n"oI¹ ¡¾�.�7�P�C���������A���7���C�,�����:Ä���Àv�P�C���'¯��M�,���P¼Ã ��I���C�}¤��v�I���¿���M�¿�A 1�x�¿�I��Ýg vÀ��Á���I�����I��ª¦�:���C�P 
ºy���}º»��¤��M¼x���:ÄI��ºy�7�£�7�7�C�¿�I�Áð�Ñ\ÑCÓIñ�Õ¢Ð%ò®ÓI×,ó}Ñ3Ð%ÏØô3Êmõ"ö
Ó�Í»×�ÐI÷CÏ�Ì'øùÊmõÜÕDÎ�Ì<úKÐ3û'ÕT×/Êmõ�Ì§Ð�ü�ýdÎ	ÓIõ�û\Ì\Ñ' ��	¤�À����M�7���P¼
��� �)Ú ¬Iþx�A�m���P�����M��¼��C�A�����.ª¦�:���P�.���"��ÝA�C¼��A�<���	�����,��À��IÀ��M���£�¢�

P (AB/C)
�7�æ���:Ä���Àv�I�7�

A
�I��¼

B
¤	��¼��C�

�C���	¼��M�7�����
C
 g�I��¼Ü���I�7���P�C¼Ü�����A�

P (AB/C) = P (A/BC)P (B/C) . äEÿ å
­.�Á�7���¥�I�����P�!���I��¼� 

P (AB/C) = P (BA/C) = P (B/AC)P (A/C) , ä ± å
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�7�������%�
P (A/BC) = P (A/C) · P (B/AC)

P (B/C)
, ä þ å

ºy�����\� �¿�C�I���������%��º»�Á�:�I� Ý"�	�)º �	�)º ���|¤��v¼��A���Ü�����Á���,�����
���,��À��IÀ	�����£�¢�
P (A/C)

���ç�����Á�v�I�,���P�7�M���
���7�IÀ��IÀ��M���M�¢�

P (A/BC)
¤	��¼��C�<�����}���P�C¤��,�7�P���C�K�A���¿���'º �C���	¼��M�7�����

B
�y¡¾�.�A���v�C�I�7�<�����%���7������ª¦�:���P�7�]�A�

����¨I�����I�����7��À��IÀ����M�M�7���C����������¼	�C�C¼í�����Á�7�P���P���7�MÉ��Á���P���	��¼Ã� ¡¾�x���A�¿À1�C�P� �C��À����I�P�C¼ �I��¼ ¼	�PÄ��P�����1�C¼ À��
�w�I���]�A�C�à�I�7�I¤���¼ �:Ù�Û�Û  1�I��¼°���Á�¿�"¼��P�7�Ü�������C�yÀ����I�	�v�7�'�����I��¼����3�"���P�C�y¡¾�<���C�M���y¤��<�����A�<���,��À��IÀ	�����£�¢�æ�M�
���I�����P�C�P�7���A�7���£�
�.�D�7�PÂ�¤��C���'�� ��I��¼
���	�!�\���I���P�C�®¼��C�1�C��¼������C�I��¼��M�7�����	�C�����7¤��I���£�� ��£�1º»�y���:Ä��<�.�D�7�PÂ"¤	�C���'�
f
�����P�

p(f)df
���¦�7���¥���7��À��IÀ����M�M�¢������¨��'�<�M�¦ºy�£�����M�

df
�

�°���,�I ½�M�á���,¼��C�à���u¨I�P�K�,�����P���	����¨Ü�����%�K����¨����àÀv�¿�7�C�I�7�����IÀ����A dº»�æ���P�C¼W�����7�������I� éP�M�P�}¼��A�\�Á�7�1�:�IÝ
�D���.���	�C���7�C�£Ä��P�3éA���.�A�������PÄI�C�xéP�7�1�:�IÝ~�D�I�������P�¿�,�C�£Ä��C�:éA���á�
���P�C¼á�Ü�	�7���I�.�7�C�I�7�����IÀ�����Ý����3ºy���P¼�¨��A w�7�
¤��1¼��A���Ü�£�
ºy�M���í�����I¤��7�MÀ����M�M�¢�I�W¡¢� �I�7¼��P���7�È¨I�P�¿�ç�7���C�I�,�� ®º��Á���P�C¼b�A���I���	�C���I���,�����,�������P���,���í�!�������M�
�I���I�7���C�!�7������¨�ª��3�I�C�y�\�I¤	¨�����¤	���
¡¢��¼��P�C¼Ã ����'�

C
Àv�x¤����7�1�C�P�MÉ��P¼Ã ®�I��¼è�M�P�}¤��
¼��C�	�I���

A
À��á�,���¿�

xi

�I��¼W�M�P�
B
À1�x�,�����

α
 j�7¤��\�è�����A�

pi = p(xi)
�A��¼

p(xi/α) = pi(α)
� �È�¥���:Ä��§�����P�

pi(α) = p(α/i)pi . ä ² å
Å�¤����1���,�u�����%�æº��uÝ"�	�)º ���I�7�����	¨W�I���,�����,�<�IÀv�I¤	�

pi

� �!���P�Ã <�7���P� �K¤��Y��À1�u�CÂ�¤��A�E <�I�æ¨��£Ä��P�bÀ�� �7���
�x�)¯	�M�K¤��ï�I�@�����¥�C���7�7�����

S = −
∑

i

pi ln pi ; ä ¬ å
��¤��®�,���A���<�I�ÃÝ����3ºy�M�C¼�¨��������������M�x�I�	�A�®�����M�®�Y�\�I¨I�I ��I�»���:�A�7¤��,�C¼xÀ������	����Å����I���	���x�P���7�7������¨��£Ä��C�x�IÀ1�)ÄI�
ä �£�!���!�C�I���M�C¼æ���	�à�	�7���	�C���	���.�I�¦éP�M���7¤"!��P���C���<�7�C�I�7�I�wé#� å �����P�<¤��y�����7�7�"¼�¤��C�.�7���C�°�
�C���	�,���7�I����� α ä �M��ÝA�I ��D�I������Y�\�I�	�C�I ��M�¿�1���7�M��¨Ü�������P����¼��£�����I�á�I�<���:Ä"����¨~�uÉ	¯��C¼ì�¿�C�I�è�C�	�C�7¨A�W�I�<�~�Y�\�A�7���,�7���C�I�»�P���7�P�KÀ��M� å �$�È�
Ý����3º �����P�Á�7���A�y���	�à�	�7��À��AÀ����M�M���P�

pi(α)
¨��P�<�����"©¢¤����£�D���7�êºy�M�7�°�,�C�,�v�P�P�<���

i
 �ºy���M�\�Ã g�I�d�C��¤��,�7�A 1���:�A���

�����%�.º��
Ý����3º �¿�I�7�I�¥¡¢��¼	�C�C¼� ����~�����
�A�����P�.���I��¼� wª¦�:���C�§�PÂ�¤��A���M��� ä ² å ���P�����<�����%� pi(α) < pi

 Ã�7�æ�7���
Å����I�	�����Á�C�����,����� ä ¬ å ¼��P�C�,�:�I�,�C�C v�I��¼�º»�}¨I�I�y�¿�I�7�§Ý����3ºy���P¼�¨��I g�A�<�/¯��v�P�P���P¼Ã���zwn&%áe1oPlìkTi('gn"kD� oPl:h	l3ng¹ � �,���A���M�,���M�:�I���C���,�C�KÀ��M�°�A�

N
���I�Y�����P���P�����I�x� ä ¼	�C���,�M�¢�í�I� å �	�7��À��AÀ����M�M�¢�

ρ ∼ 1/N �3ÄI�C�æ�£���x�Y�\�A�7�C�¿���b��¤��KÀ1�C�¿�I� N �Æ¡¾�x���¿�C����Ä��P�����P���æ���W�M�����7�"¼�¤��P�°�7���~�I¼	¼��M�7�MÄ��°�C�����,�����
S = lnN = − ln ρ

�D���<�����}�K¤��£�����	�����C�A���£Ä�� N �<�¦�§�CÂ�¤��M����À	�7��¤	�° 	�7���K�P���7�7�����°�K¤��Y�.À1���¿�%¯����¿�I�E g�I�	¼Ã 
�����P�7�'�D���7�!�Y���:�A¼	����)��I���7�PÂ"¤	�C�����£�� "�M�½��¤��,��À1�¦���,���1���,�7�������A�"�7�������!�P�����Y�\�I�������A�v���I�7�����Ã A���MÝI���P���C�,¨I�� ��D�I�
�����Y�\�I�	�C�I  S ∼ βE  �ºy�	�C�7� β ���<�7�����à�C�����Y�\�I���C�!�!���C�Ã 

ρ ∼ e−βE �*���P��¤����	���7�¿�I���,+C�.�7�����<¼����Y���,��À�¤	�7�����
ä ºy���M�\�°�M�!�:�I�M���P¼æ�����¥�:�A�������M�:�I�Ã¼	���,�7�7�MÀ�¤	���M��� å ´

Z ∼
∫
dEdN · e−βE =

∫
dE · eS−βE , ä ÚIå

ºy���C�,� N ���¦���	�à��¤���Àv�P�<�A�j�Y�\�A�7�C�y�C���,�7�P�7�1��¼��M��¨
��� E  ��I��¼Á�C���7�7�����Ü���!���IÀ1�C���M�C¼æ�	�)º À�� E ��¡¾�

∂S/∂E = β ä Ù�å
�D���!�7�I�¿� E = E ä �I�	¼ S = S

å  ������P� S − βE = S − βE − |S ′′/2| (E − E)2...
�I�	¼

Z
À1�C�C�I�¿�P�

Z ∼ eS−βE

∫
dE · e−|S””/2|(E−E)2 =

√
2π/ |S ′′|eS−βE . ä.- å

�!���§���,�P�T�I�'�����¦�¿�:�xÀ1�.¼��,�����1�C¼Ü��¤	�C ��I�	¼�¼��PÉ��	�¥�7���.�C�I�������M�:�I�v���I�Y���M�7�������D¤����'�����I� ä �,¤�� �I�@�Y�\�A�7�C� å �A�
Z = e−βF �I��¼~���	�K�D�7�C�
�P���C�,¨I�

F = E − β−1S
�/� ���A�¥�M�������7�K�M�¿�1���Y�\�I���������7���A�.�7���
¼����Y���,��À�¤	�7�����



�����������0
���
��1�"��� ±

ρ ∼ exp{− |S ′′/2| (E − E)2} �����	��¨��£���v�C�IÝI�P¼ç��� E ä Àv�P�:�I¤	�7� S ′′ ∼ 1/N
å32 �£���M���C�M���7�à���x�7����é'�¿�M�C�7�%©

�:�I�	�������C�I��¼	���,�7�7�MÀ�¤	���M���wé √
2π/S ′′δ(E −E)

���!�����!�M�»ºy�����K�Y�\�A�7���Y�����C�I�1�C���,�C�KÀ��M�.���I�y�K�7�A���	�C�¦¼��'É����£���
�C���P�7¨I�

E
 1�M�Ü�7���£���à�I�½�£��� ä �Y�\�A�7���,�7���C�I� å ���3Ä"����¨��3Ä��C�<�7�¿�x�A���æ�,�\�%���C� ä ���P ����7�P�C�M�7���'�Ü¼�¤��¥���������A� å ´®�M�y�M������.�7���C�,�¿�"¼	�"���I�����C�I�g�C���P�7¨I�I ��M�����!�I�M�7���7���.���:�I���P���C�,¨I�� g�A��¼æ�����§�P���7�,�C�,�v���	¼�����¨K�7���C�,�¿�"¼	�"���I�����C�I�
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∂n/∂t =
1

τ
[n(x− a) − n(x) − n(x) + n(x + a)] = (a2/2τ)∂2n/∂x2 , ä �3Û�å
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i~∂/∂t
 y�,�����P�I 

����¼	�C�C¼� y�7�����¿���1�C���%�����¿¨��MÄI�C�æ�P���C�,¨I�
E = ~ω

ºy���P� �I�P�7����¨È¤��v�I� �����u���]�I�	�°º��3ÄI�I� ­.�b�����u�I�����P�
���I��¼� d�£�¥�x�:��À1���7�C�	�7�C�,�C�����P¼è�I�¥���������A�¿�M�M���I���]�I�

H = p2/2m + V
 ��D���¥�����Y�\�I���P�I ��D���à�Ü���I�,�7���P���K�I�

�x�A�7�
m
���3Ä��M��¨����Ü�����¥�1�I���P�����]�A�

V
 g�I��¼uÅ��\���,���P¼����	¨��C�Pã5�<�CÂ�¤��A�7�����

Hψ = Eψ = i~∂ψ/∂t
�M�:�I¼	�¦���¿�

º¦�:ÄI�PÄ��P�P�7����¼��P�v�P��¼��P���C�
ω(k)

�A�d�D�,�CÂ�¤��C�	�P�� 1���MÝI�¥�I�����A�����P�!�CÂ�¤��A�7�����Ã�
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���P�<¤��y�C���	�7��¼	�C�y�7¤��\�u�
�7¤��1�C�,�v���,�M�7�������I�j���]�A���.º¦�:ÄI�C�

ψ(r, t) =

∫
dk · c(k)ei(kr−ωt) ä � ÿ å

ºy���C�,�
ω
�������D¤����P�7�����x�I�

k
�����,¤��I�M�M�� "�������C�"�	!��C�M�C�����

c(k)
�I�,�.���"�:�I�M�<+P�C¼x�3ÄI�C�!�K�P�C�,���I���x���I��¨I�§�I�7�I¤���¼

�x�C�P�,���I���Áº¦�:Ä��'Ä��P�P���I�C w¼��C�1�C�	¼�����¨x���°�7���K���	�M�����I�Ã�P����¼��£�����I�u�A�
t = 0

�?�È���¿�3�°�I�,�7¤����}�7���A�
c(k)

�A�7�
¤����£�D���7���M��¼��M�,�7�7��À	¤	���P¼Ã 	�,���7���A�y�%�

t = 0
�����.º��:Ä��'�D¤����P�7�����

ψ(r, 0) = δ(r)
�M�¦���"�:�A���<+P�C¼x�I�y�

δ
©¾�v�C�IÝ����

r = 0
�j¡¾�

ω
º»��¤��M¼KÀ1�����M���:�A�d�M�

k
 I�7���C�

ψ
º��I¤���¼K���3Ä��!�A�½�

δ
©¢�1�:�IÝ§ºy�£���K�����I�7�¦ÄI�C���"�C�£�¢�

ω/k
�@¡¾�j�D�I�����3ºy�

�����%�}�7���x�¿�I���|�C�I���7�7�MÀ�¤	���M���ç���
ψ
�P���¿�P�}�D�,��� �����¿���M���:�I�¥���A�,�}�I�

ω
 @�7�u�7���A�àº��æ�/¯����I��¼

ω
�I�7�I¤���¼

�7�����
k0

 �ºy�	���\���x�:�}Àv�¦���IÝI�P�O+P�C�7�	 ��D�����7�M�¿���M���P�M�¢�����!�	�<�/¯����I���,�������7�C�I¼��
ω = ω0 +vk+ω”ijkikj/2...

 
ºy���C�,�

v = ∂ω/∂k ä � ± å���<�
Ä��C�M���P�M�¢�I���È�¥�D¤��,�7���C�<�I�,�7¤����à�7���A�y���	�¥�7�C���,���
ω”ij

�M�<À	�7��¤�¨I���y�7���7���¥���7�M���C�M���I���%¯��P�C 1�7�������A�yº»�
�x�:�x�C�,�7���¿�A���.�7���¥�C�����7�7��À	¤	���M���æ���������.º��:Ä��'�D¤����P�7�����Á�D���!�:�A�\�u�C�"���,¼������%���.�,�C���I�7�A���P�M�I�®¡¾�y�,�:�I¼	�

ψ(x, t) =

∫
dk · eik(x−vt)−iω”k2t/2 ä � þ å

ºy�����\�Á���!�,�:�I¼	���M�x�C�Y�����¿�A�7�C¼Ü�I�
ψ(x, t) =

√
2π/iω”te−i

(x−vt)2

2|ω”|t . ä � ² åÅ�¤��\���I�����7�P�������A���M��¨!¼��P��¤��,�����}���@�7�P�]�A�7�C¼��7�.ë��7�P�7���P�Eã¶�j�,���A���M�����I�Y�à�����I�,�I ����d���PÀ��I�Iã¶���,���P�C�1�C�Y��¼��C�,�C�C���C��¡¾�
�D�����M�3ºy�»�����A�!�����.º��:Ä��'�D¤����P�7�����Ü�M����Ý��¦�M��ÝA��º¦�:ÄI�C���I�\ÝA�P�7�C vºy�	���\�Á�I�7�����"�:�I�M�<+C�P¼ ä �1�C�,���"¼����C�I���£� å �I� x = vt�3Ä��C�¿���7���,�:�I¼

δx ∼
√

|ω”| t  ®���,�����I¨��%���æºy�M�7�í�ç¨I�7��¤��ìÄ��P���"�C�£�¢�
v
 �ºy�����\�í���
¼��M�7�1�C�,�7�MÄI�I <ÊTËTÌ'�è�:�I�\�

º¦�:ÄI�§���I�\ÝI�'�y���7�I���I¨��A�7�C�®ºy�M���¿�M�7���3ºy�æ¨��,��¤��xÄI�C���"�C�£�¢�� "¼��C�1�C�	¼�����¨
�I�x�M�7���P�C�����7�I�vº��:Ä��PÄI�C�'�����P g�I��¼x�7���
º¦�:ÄI�����I�\ÝI�'���K5g�%�7���P�W���|���M�¿�¿�I��¼W�I�7�C�M�����A�����7�M�3º��P�C��­.À�Ä"����¤	�7�M�I  |ω”| t ∼ 1/δk2  ½�7�°�����A�}�����¿�]�I�,¨��C�
δk

�������7���I�,�v�P���7���K���"�:�A���<+C�A���M���Ã vÊTËTÌCË.�7����¤	���C�P�,�\�A�����¢�
δxδk ∼ 1

�§�Á���7�P�)ÄI�C�P Ã�7�M���C�
x = t∂ω/∂k

 ��7���
�D�7�PÂ"¤	�C���'�¿�¿�:�KÀ1�y¨��MÄI�C���à�,���I�P�<¼	�C�1�C��¼��P���C�A ��I�	¼��7���!º¦�:Ä��'Ä��P�P���I���¿�3�KÀv�!¨��£Ä��P�x�.���M�¿��¼��C�1�C��¼	�C���P�I 
�7¤��\�Á�����%�

∂k/∂t = ∂ω/∂x
 1�I��¼Ã ��M�Á¨I�C���P���I�6 

∂k/∂t = −∂ω/∂r , ä � ¬ å
ÊTËTÌCË��7���§�D�7�CÂ�¤��P���P�Ü�¿�:���I�'���I�y�
���I�����M�7�������I�¿�D���¦�7���Q>��I�����£�����"©R���I�P��À��g�CÂ�¤��A�7�����	�<�A�j���I���M���Ã�S����¼��P�
�7¤��\�
�P���,�C¤����,���I���C�P�C Iº��:Ä��P��Àv�P���:Ä��¦�M��ÝI�®���I�Y���M�C���P� ä ���@Â�¤��I�7� ©¢���A�,���M�C�M�C�C )���	�C���@���£�D�P�7������Àv�P����¨ τ ∼ ω”/v2 å  �I��¼����A�,���M�C�M�C�.�A�7��º��:Ä��C�P w����Â�¤��I�,�£©Eº¦�:Ä��P�C�T4½Ä��C�Y�������M��¨�ºy�M���u���7��À��IÀ����M�M�7���C�P g�C�C�Y�\�I�M�~¤����P�C�Y�\�I�M���¢�I w�I��¼Ã 
�I�d�C��¤��,�7�A 1�M���C�I�¿���M�P�7�C���P�7�C�
�.eUG�n�c¥kThJG¿oI¹ Å�¤����1���7�¦�7���A���,�����P���	����¨§�"�C�P¤��7���,�C�1�:�A�7�C¼��£�}ºy�£�����I���:Ä��P���I¨I�¦�������

t
�M���.������¨�¼�¤����%�����I�

T
�|�!�	���"¤	�KÀv�P�K�I�<�"�C�C¤	�7�C�	�C�C���M�}���	�C�

N = T/t
�ÈÅ��M�¿�M�]�I�,�M�� ��7���æ���I���I�®�"¤	�KÀv�P�
�x�:�|À1�æ�\�IÝA�C�í�I�

N0 = T/to
 �ºy���C�,�

to
�M���ç�\���I���I�'���P�7���Y���M�Ü�7����� ä �A�P��¤��I���£�� ��M���M� (T/t0) ln(T/t0)

 �ºy�����\� �I����¤������K�7�
�7�P�����7�¿�I�M�<+C�§�7���}�7���7�P�7�����M¼u���M�¿�§�7�

t̃0 = t0/ ln(T/t0) → 0
�D�I�

T → ∞  v�,¤��\�~�����%���7���K�7�P�7¤��£�����I�7�}���
�T�I�P�j����¼	�C�1�C��¼��P�����I�1�I�7À	�M���7�I�,�à�P¤	���������M�¿� å �@�!�����D�,�CÂ�¤��C�	�P�
�M�d���	�C�

N/N0 = t0/t
 ��I�	¼K�����¦�	�7��À��AÀ����M�M�¢�

��� −d(N/N0) = (t0/t
2)dt

�KÅ"¤����1���7�K�D¤��Y�����P�.�����%�§�:�I�\�
N
�,�P�¥�M���\���I�7�I�P�7�C�,�<+C�P¼çÀ��~�7�����K�7�,+C�

S
�}ë����

�]�I�,¨��
�7�C�I���P�}�A�����M�¿���A��¼á�,�<+C�A @�7��������¨��A�7�M�7�����
lnS

�A��¼
ln t

ÄA�I�,�ç�,���3ºy�M�I w�7�u�£�¥���¥�7�C�I�7�I���IÀ��M���7�°�7�3�
�����%�

d lnS/d ln t = 1/r , ä �)Ú�åºy���C�,�
r
�M�
�~�C���	�,�\�A���C�È¡¾���D�����M�)ºy�

t/t0 = (S/S0)
r  �ºy�	�C�7� S0

�M�K�u�7���7�P�7�����M¼è�7�,+C�I�|�!�������,��À��IÀ	�����£�¢�
Àv�P�C�����C� −d(N/N0) = (rSr

0/S
1+r)dS

 ����P ��M�wº»�}¼��P���I�7�
p = −dN/N0dS

�I��¼
α = 1 + r

 
p = (α− 1)Sα−1

0 /Sα , ä �3Ù�å
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���
ln p = const− α lnS . ä � - åÅ�¤��\�È�v�3º»�C�Y©¾�]�:º ¼	���,�7�7�MÀ�¤	���M�����.�A�¦���,��À��IÀ��M���£�¢�u�,�C�C� �7�°À1��¤�À��MÂ"¤	�M���I¤��C���!���'�ç�7�C�P� ���ÁÀv�����,�C�,�C���K�M�

º��I�7¼~�D�7�PÂ�¤��C���'� ä α ∼ 2.2
å  Ã���I�1�C�,�.�C�£�\�A�7�����	� ä α ∼ 3

å  �º»�CÀç���£��� ä α ∼= 2.4
å  �À1�"��Ý��.�7���M¼ ä α ∼ 3.5

å  
���P���C�	���������:�A����� ä α ∼ 2.2

å  %�P���A�7�C�,�@�I�à�7�����¿�"��� ä α ∼ 4
å  %�7�����I�V5g�A�7�C� ä α ∼ 1.8

å  3º��I�7� ä α ∼ 1.8
å  3º����Y���

�I�g�����y�1�C���	��� ä α ∼ 2
å  I�T�A�¿�M�M�à���I���C� ä α ∼ 2

å  ��P�M�7���C�j¼����Y���7�MÀ�¤	�7�C¼
�3Ä��P�®�,�<+P� ä α ∼ 2.3
å ��Å������P�7�����C�

lnS�x�:�
À1�yÄ��M�Pº»�C¼��A���¥�x�A¨����M�7¤�¼��
M
 
lnS ∼M

 ��I��¼Ã "���
���	���®�7�C�,�v�P�P�C "�7�����C�I�,�7��Â�¤��IÝA�C�!�I�,�y¼����Y���7�MÀ�¤	�7�C¼
ºy�M�7�

α ≥ 1
 ��I�

α ∼ 2
 Ã�D���.�����
À	��¨�¨��P�,�¥���	�C� ä �,�<+C��À1�C�M��¨��������	���§�:�A�7�
���	���,�C�M�:�I�,�C¼ç�7�P���7�����
�P���C�,¨I� å ��!���C�,�����§���Ü�7�C�I���
�	�7��À��AÀ����M�M�¢�Á�����,¤��\�á�1�3º��P�à���:ºy�C ��7�M�¿�	�M�Á�����
���,��À��IÀ	�����£�¢�Á¼����Y���7�MÀ�¤	�7�C�§�3Ä��P�}�����I�7¨��

���I�	¨��I�È¡¾�����K���A�����P�C¼W�7���A��À1�P�\�u�D¤	���P�7�����
B(S, α) = Γ(S)Γ(α)/Γ(S + α)

 ½ºy���C�,�
Γ
�����7����¨��I���¿�

�D¤����'�����I�Ã �¨��"�C�y���MÝI�
S−α �D���!�]�A�7¨�� α ��d�3º»�C�Y©¾�]�:º ¼����Y���,��À�¤	�7�����	�®�¿�:���I���,��À1��¨��A��À��¿�7�������,�v�P�C�£É��.���C�\���I�	���7���C�½ëg�I�»�M���,���I���C�A ��M�P�������A��¼����

º¦�A��Ý��I�!�Y���P�W���P��¨I���
a ä �M��ÝA���7���A�}�I�!�Á¼��7¤	��ÝI�P�è���I�M����� å �x�!�	�x�1���7�£�����I�È�%�m���C� N �Y���P�����M�

rN = rN −
rN−1 + rN−1 − rN−2 + ... =

∑
sn
 "ºy���P�7�

s̄n = a
 
s2

n = a2 �I�	¼ snsm = 0
�½�!����¼����Y�\�I�	�C���A�m���P�

N
�,�7�C���

����¨��£Ä��P�¿À��
r2
N = (

∑
sn)2 = Na2  ��7�à�M��¨��"�C���M��ÝI�!�,Â�¤��I�7�y�,���I� √t �I�1���M�¿�A ��7�M���C� N ∼ t

� �w�'�»�¥�7�I��¼��I�
º¦�A��Ý��I�M����¨à�I�¿�%¯����C �À����¢º��}¼����Y���M���P�®�,�7�C���»�����£� ä ���	�<¤	��º��I�,¼��C ��A�����P�®¼	�)ºy��º��I�7¼	� å  ��I��¼����P� u2n

Àv�!�7���
���7�IÀ��IÀ��M���M�¢�¿�I�j�C�7�I�7�7�M��¨¿�7���à�%¯������A�m���P�

2n
�,�7�C���P�?�w�'�

f2m

Àv�¥���	�}���,��À��IÀ	�����£�¢�x�A�½�C�,���7�,����¨����	���%¯��M�y�D�I�
�����¥É��,�,�y���M�¿�¥�A�m�7�C�

2m
�,�7�C���P v�,���7���A�

u2n =
∑n

1 f2mu2n−2m

 �ºy�	�C�7�
u0 = 1

�I��¼
f0 = 0

��«¥�P���C�7�A���M��¨
�D¤����'�����I���

U(z) =
∑
u2nz

n �A��¼
F (z) =

∑
f2nz

n ¨I�MÄ����������C¼����A���P�M�
F (z) = 1 − 1/U(z)

�ç­.�È�7���
�I���	�C���,��¼��A 

u2n = Cn
2n/2

2n  ½�7�°�����A� U(z) = 1/
√

1 − z
 ��A��¼

F (z) = 1−
√

1 − z
 dºy�����7�x�'¯����I���,�����

�C�"�	!��C�M�C�������I�7�
f2n = Cn

2n/(2n− 1)22n �¦ëg�I�<���I�7¨I� n  �ºy�M���~Å"���M�7�M����¨�ã¶� lnn! = n lnn− n + (1/2) lnn
 

º��x¨��P�
f2n ∼

√
2/n(2n− 1)2

 jºy�����\�W�I�¿�I¤������}�7�~�u�	�7��À��AÀ����M�M�¢� ∼ 1/t3/2 �A�?+C�C�,�����	¨°�D���¥������É��7�Y����M�¿�
�M�ç�7�����
t
�¿¡¾�}¨��£Ä��C�§�7���¿�M�M�D�'���������A�¦�Ü¨��I�KÀ	���C�Pã5�¥�,¤����ç���,���P�C�7�P�æ�ê�x�)¯	�M�x�A�dºy���	������¨Ü�Y���7�C�IÝg d�I�

�����,�7�P�<�Y���,�:�IÝg g���
N
�7�7���P�y��� √

N
�

Å�¤����1���,���I�ç�C���,�C�KÀ��M�Kºy�M�7�ç�æ�C�C�Y�\�I�M��¼����Y���,��À�¤	�7�����u�I�®�7�<+P�C�
s
��­§À�Ä"���I¤��7�£�� ��7���
���7�IÀ��IÀ��M���M�¢�Ü�D���

s
�M�§�

�D¤����'�����I���A�
s/a

 �ºy�	�C�7�
a
�����§�7�C�I���!�,�<+P�I ����MÝI�¦¤��	�M���I�v���:�I�,¤��7�A�½�!���y�C���,�C�KÀ	���!�����A���7�§�\���I���I�'���P�7�<+P�C¼�À��� 

���:�� "�M�7���¿�C�I���7�,+C�
s̄
 ��7�¥�����y���,��À��IÀ��M���£�¢���M�

p(s) = Cf(s/a,s̄/a)
��)����I��¨��M��¨§�����y¤��	�M�

a
ºy�M���	�	�I�®�\���I��¨��

�����°���7�IÀ��IÀ��M���M�¢�I »�,�á�����A�
p(s) = C ′f(s/λa,s̄/λa

å  �ºy���M�\�Ã !���3º»�PÄ��P�C <Àv�P�����	¨����7�W�I�	�I�����P�¿�P���7�P�KÀ��M�
�\���I�7�I�P�7�C�7�,+C�P¼ÁÀ��

s̄/λ
���!���§�C���,�C�KÀ	���§�7�P�,�7�y�7���.�7�I�¿�§�I���M���D���

s̄→ ∞  ��7�
�����A�¦���	�§���7��À��IÀ����M�M�¢���,�:�I¼��
�����P�

p(s) = C ′f(s/λa,∞) = (C”/C)p(s/λ)
 "ºy�����\�°�I����¤������!�7�

p(bs) = g(b)p(s) . äEÿ Û�å�!�����<�7�C�I���M��¨����y�7�1�C�P�MÉ��à���������à�����I�,�}�7���I���,�M�7�������P �ºy���C�,�}�7�������:�I�Á�7�,+C�à�v�P�7�P���]�A�7�C�y���¿���	É��	�M�¢�Ü�A�y�7���
�C�,�M���M�:�I�®�1�������:���!�	���v�3º»�C�
�]�:ºï���}�:�I�,���£�È�IÀ	�\�I�M���C¼W�D�,��� äEÿ Û�å  ½�7�M���C� p(b) = g(b)p(1)

 ¦ÊTËTÌCË
p(bs) =

[p(b)/p(1)]p(s)
 ��I��¼

sp′(s) = [p′(1)/p(1)]p(s)
 ����P���C�

p(s) = p(1)sp′(1)/p(1) �áë����,�x�I�M�M�I d�,����¤	�7�����È�I�
äEÿ Û�å �C�����\�A�����<�I�M�7���
�C�����7�7��À	¤	���M����ºy�����\�Á���!�1�C�,���"¼����.�M� ln s
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�x�:� Àv�~Ä"���'º��P¼ �I��À1�C�M��¨ì�I�£º¦�:�"�Ü�C���I�7�~���è�7���C�M�æ�C�,�M���M�:�I���v�I�����: <���7�P���M�]�A�7����¨á�I�7��¤	��¼ �M�: yºy���M�\� �M�Ü�
�7�P�M�]©¢�I�7¨��I�	�<+C�P¼á�P�7�M�7���C�I���£�¢�� w�����P���K���,��À��IÀ	�����£�¢��¼��M�,���,��À�¤������I�È�D���M���3ºy����¨°�u�1�3º��P�
�]�:º¥��¡¾�
���}�,�7�7��Ý��M��¨°�7���
�7�M�¿�M�]�I�,�M�¢�Á�I�¦�7���¿�,�:�I�M����¨Ü�PÂ"¤��A���M��� ä6ÿ Û�å ºy�M�7�áª¦�:�I�C�Cã@�CÂ�¤��%�����I��� ä þ å ��� ä ² å �æ¡¾���M�à�I���,�Áº»���,�7�á���A�����	¨�����%���.�7�P�C����¼"©¢���,¼��C�½�7�C�7� ��� ä �)Ú�å �x�:�}���7�"¼�¤��P�y�.����¨A©¾�����,�x�I��¼	���,�7�7�MÀ�¤	���M���Ã "ÊTËTÌCË��.�����7�¿�I�"¼����Y���,��À�¤	�7��������Ü���I¨��I�7�£�������C�@¡¾�<�7�P�C���<�7���A�!���	�àÀ	���7¼Ü�,�v�P�C���P�y¼��¿�IÀv�'���7¤��\�u�
¼����Y���7�MÀ�¤	�7�����Ã ��D���!�M���,���I���C�A�
ëj�����I���£�� :�M�P�w¤��w���I�7���������I�"�����������,�w�P����Ä��C�	���C���dÉ��7�7����¨!���P�7����¼��½Å�¤	���v�I�7�������%�

fα(x)
�M�@�!�D¤	���P�7�����§�����A�

�x�:��É��@�!�7�P�@�I�
n
¼��%�\�

xi

�@�è���7��À��IÀ����M�M�¢�<�¿�3��Àv��¼	�PÉ����P¼��A�
pα(x) = fα(x)/Iα

 3ºy���P�7�
Iα =

∫
fα(x)dx

 
�7���7���A�®������É����	�7��À��AÀ����M�M�¢� ä ���»�M��ÝA�C���M���"��¼ å �M� ∏

pα(xi)
�½�!���.�/¯��7�7�P�x���A�

ln
∏
pα(xi) =

∑
ln pα(xi) =∑

ln fα(xi)−n ln Iα
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α
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