
�

�������	��
��
����������������������
��������! "���� 
#%$'&)(%*)+,*.-/(%*�01*32546+7*.8:9<;
=%>@?A$CBD4E$'F G3HIHKJML'N'N'OCP
QSR)R)TVUXWCY'Z\[]W'W:L/^

_a`cbed%f1g@hSij`�k)hSf1glfnm!k)oeprqtse`�d)uwv7x1y6sef1g{z|yD`c}:~�`
`�z�f1~�`r�e�I�1���7�A�����X���

�j���,�w���C���I���I�,���I���I�C���C�j�����M���a�a�C_���� ��d%f1sez
 ��I��¡��,�C���/¢�£�¡	�\�c�I�7���,�

���¤�I�M�E¥¦�I�w�I�¤�j§��7���C���X��¨©�����	���I¨©�7�
ª¬«�­\®/¯C°j±3®

²´³¶µ¸·%¹"ºC»½¼A¾D¿3ÀÁ¹¶Â:Ã
ÄjÀÅº:Æ½Ç¬º<ÈÉÂ:»½ÇÊµ\ËÍÌÁÃ
ºCÎ�Â:ÇÏÌÑÐ¸Ã%¹¶Ð�ÀÑµ�ÌcÒAÓÊ³jÌÁ¿3³�¾Sµ�Ã¶µ�»½¿3ÓKÃ%¹¶Ð�ÀÑµ/ºC»�Ð\Â:ÀÁÀÁÌÑÆ½ÌÑÂ:Ã¶Æ´ÌÑÆ�ºCÃ"º�¾ÀÁÓIÔ/µ\Ë�Î½³j»�Â:¹j¿3³¬ÌÁÎ�ÆtÕ:ºC»½ÌÑÂ:¹¶Æ�Æ½ÎXºC¿)µ\Æ�ÂCÈ�Ëjµ�Õ)µ�ÀÑÂ:ÄjÇÊµ�Ã%Î/Öe²´³¶µ¦Î½³j»�µ\Æ½³¶Â:ÀÑË¬µ�Ã¶µ�»½¿3Ó�ÈÉÂ:»�ÌÁ¿3ÃjÌÁÎ½ÌÁÃj¿<Î½³¶µ|ÃA¹¶Ð�ÀÑµ/ºC»·A¹"ºC»½¼%¾D¿3ÀÁ¹¶Â:Ã�ÄjÀÅº:Æ½Ç¬ºKÌÑÆ¸Ëjµ�»½ÌÁÕ)µ\Ëc×cÎ½³¶µ.Æ½¹jÒ¶Æ�µ\·A¹¶µ�Ã%Î!µ7Ø�Ä"ºCÃ¶Æ½ÌÑÂ:ÃÙºCÃ¶Ë�Ð\ÂAÂ:ÀÁÌÁÃj¿
ÂCÈ@Î½³¶µ�ÄjÀÅº:Æ½Ç¬ºÚºC»�µ.Ëjµ7¾Æ�Ð�»½ÌÁÒ�µ\Ëc×%ºCÃ¶ËÏÎ½³¶µ�Ð\Â:Ã¶Ëjµ�Ã¶Æ,ºCÎ½ÌÑÂ:ÃÊÇÊµ\Ð�³"ºCÃjÌÑÆ½ÇÛÂCÈ	Î½³¶µÜ·%¹"ºC»½¼�ÆtÌÁÃ%Î�Â!³"º:Ë�»�Â:Ã¶Æ@ÌÑÆ�Äj»�µ\Æ�µ�ÃAÎ�µ\ËcÖ�ÝSÎ�ÌÑÆeÆ�³¶Â/Þ�ÃÎ½³"ºCÎÜÎ½³¶µ<³"º:Ë�»�Â:ÃjÌÁÔ'ºCÎ½ÌÑÂ:Ã�Äj»�ÂAÐ\µ\Æ�ÆÜÌÑÆßºÊÄj³"º:Æ�µ�Î½»XºCÃ¶Æ½ÌÁÎ½ÌÑÂ:Ã�ÂCÈ�Î½³¶µ!à¶»�Æ½Îß¼AÌÁÃ¶Ëc×�ËjÂ:ÇÏÌÁÃ"ºCÎ�µ\Ë�ÒAÓ
³"º:Ë�»�Â:Ã¶ÆÞ�ÌÁÎ½³�Î½³¶µ|Æ½ÌÁÇÏÄjÀÑµ\Æ�Î�Æ½Î½»½¹¶Ð�Î½¹j»�µ3Öt²´³¶µ|Î½»XºCÃ¶Æ½ÌÁÎ½ÌÑÂ:Ã.Î�µ�ÇÏÄ	µ�»XºCÎ½¹j»�µ¦ÌÑÆtËjµ�»½ÌÁÕ)µ\Ëc×)ºCÃ¶Ë�Î½³¶µ@Äj³"º:Æ�µ|Î½»XºCÃ¶Æ½ÌÁÎ½ÌÑÂ:Ã.ÌÑÆÐ�³"ºC»Xº:Ð�Î�µ�»½ÌÁÔ/µ\ËcÖ|áVÈÉµ�ÞâÌÁÃ%Î½»�ÂIË�¹¶Ð�Î�Â:»½ÓKÃ¶Â:Î�µ\Æ´ºC»�µß¿3ÌÁÕ)µ�Ãn×�Ð\Â:Ã¶Ð\µ�»½ÃjÌÁÃj¿.Î½³¶µßµ7ØjÐ�ÌÁÎXºCÎ½ÌÑÂ:Ã
ÂCÈ1³¶µ/º\ÕIÓÍºCÎ�Â:ÇÏÌÑÐÃ%¹¶Ð�ÀÑµ�ÌD×	ºCÃ¶Ë ª¬ã�ãeäIå1ætçMènä%­ ºC»�µ!ÌÁÃ¶Ð�ÀÁ¹¶Ëjµ\Ëc×�ÂCÈ�»�µ�ÀÑµ�Õ3ºCÃ¶Ð\µ�Â:Ã
Î½³¶µ\Æ�µ�Ç¬ºCÎ½Î�µ�»�Æ/Ö
é oep���p"g@p¶d%h6ê��ës@êjySp"s@}Iì�í!�����"¡	�C�������Ê���.�7���Ü�A���������|�¶¡��C�M�C�j�c�I�e�!�7�Iî���¡	�

a = 1.5×10−15m (= 1.5fm)�I��îï�I�ï�3ðI�C�7�I���¤�	����î��M�����C�	�C�7�A�
ε ' 8MeV ñ î��C���A���Cîï¡��7¡��I���Å�r�j� −q

�e�7������z@z�p�g@b@hDòôó�õ/¨�ö.�÷�����
�I���	�C�Ú�c�A��ît���M�Í�c�I�Ú�r�7�C�X�
�C�	�C�7�A�

Eb = Mc2 ' 1GeV
¨�øù�KúD�����M�)���Ê�����A�K�7�����¶¡��C�M�C���û�/ü"���C�	î����)ðI�C�

������ý������	�����â�¸�:ðI�C�������I�7�
λ = ~c/Eb ∼ 10−16m = 0.1fm

�´�I�	ît�´�C�I���7��þ"¡	�C�j���Å�����M�Í�ÿ�3�÷���3ð��ÿ�)ðI�C�
î����X�\�I�	�C�

a
���Å��� �C�����7�I�V�Iú��7���Ù���7î	�C�

ε ' 8MeV
¨ øù���c�A�ÿ���������C�j��¡��

p ∼ ~/a
�I��î �rð��C�M�����M�½�

v ∼ ε/p = εa/~ ' 2 × 107m/s
�t�7¡��\���7�c�A�

v2/c2 ∼ 10−3 �������M�\������î��M�:�A�7�C���7�c�A�������
�¶¡������C�I���ÿ�3ð����������¢ù�7���]�A�7�Mð"���X�����C�I���Å� ñ �A�<�/ü��w��������î�úD�,��� �7���Ê���A�7���
�Iú@�����Ï�½�ß�¤�\�c�A���I�'���C�,���X�����Ï�����C�,�������
ε
�I��î

Eb
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é oep���k3f1~VhSêÊ�ës@êjySp"s@}�hS} � f1ySbÜìÜí!���¸�¶¡������C�I�����¤�:�¬�1�����,��¡����j���M�¶�7�.�,���A���M�,�7���:�A�"��þ¶¡����M�����,��¡�� �M�Í���M�ÿ�
τeq = ~/ε

�¶���,�3ð��Mî����	�Í�����C�,�I�
ε
�����7���I�7��î��I�������Í�Í�]�A�7���!�¶¡��Ú�1�C�ß�Iút�����C�,�I�����'ð��C�M� ñ �7���.��z@z�p�g@b@hDò��1õ/¨

í!�������M�<�	�I�������Ê�:�A�7�ÊúD���!�����¬�A�7���ÿ�M�.�¶¡��C�M�C¡������M�7�����:�A��¢��c����îÙ�¶¡��C�M�C���	�C�c���������,���C�M�Å¢½���"î��C���<���	�C��¡	î��Cît¨
ø½��î����Cît���7�����������C�j��¡�� �AúcúD�7�C�ÜúD�C�,�ÿ�M�����e���|���MðI�C�K�j�

p = ~n/R
�I�������7�

R = aN 1/3 ���@�����ß���Iî	��¡��@�Iú��7����¶¡��C�M�C¡������I�	îë�����	�c�C�,�ÿ���������C�j��¡�� ���
pF ∼ ~nF /R = ~nF/aN1/3 �1�	�C�����K�����	�c�C�,�ÿ���¶¡��Ú�1�C� nF ∼

N1/3 ∼ 6
úD�I�

N ∼ 200
¨¦í!���������C�,�I�����'ð������Ü�I�7�����Åð����¤�j�

εn = (~2/MR2)n2 = (~2/Ma2)n2/N2/3 ���A��îúD���
n = nF

�ß�
�����������
�c���7���|�����C�,�I�
εF ∼ ~

2/Ma2 ñ ∼ 15MeV
õ'¨���
ï�Ú�7���Ú���c�%�.�����Å���¤úD��� �C�����7�I�

���'ð��C�M���A�7�������C¡��	���Cî ñ nF ∼ 6
õ'���I�Ü�¬�������,�Cþ¶¡��C�	�C�Ï�Iúw�����<�7�c�%���]�A�cî��C�������C�7�I���I¨�í!���������C�,�I���7���c�I�7�A���M���ÿ�M�

δε ∼ (~2/MR2)n
���I�	î

δεF ∼ (~2/Ma2)/N1/3 ∼ εF/6
�¶�������\���M�ß�������c�I���A���������M�7�ÿ���	���c�C�7���n�C�����7�I�I¨
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�������e�I�,�Ï��¡��,�C�M����þ¶¡c�A�¶���I���C�	�7�C�K�����A�1¡	�c�I���M�.�����7¡��X�\�I�M�a�7���C�,�¤�A�����C�A���M���t¨
� �,�C�Åú]¢½�C�I���7�M�,�����j�.�1�I�����¶�7�]�I�t�ß�C�M�|�Aú��ÿ���:�I���c����îëî	���������I���\�c�I�	���Í�7���K�,�M��¡��A���M���t¨¸í!���Í�¶¡��C�M�C�������¤�:�
�I�C�������ÿ�"îc�A�7���7�ë�C�I�\�V�I�7���C�¬�����,��¡����ï�Ú¡	��¡��I���Å�r�C�I�7�7���]�A�7�Cîï�ÿ�I�7�����	�¬�3ðI�C�K�7���ÿ���j�����,�ÿðI����¡������Iú��7���
�¶¡��C�M�C¡������7¡��\�Ú�I�@�7�����,��î	¡��C�ß�����:�I���c�C�MîK�A�����M�����I�¦�A�K�'ü"�7�C�7���I���1�I�7�C�j�����I�E¨eøù�|���@¡��7¡c�A���M�Ï�<���C�j���7�I�Å¢EúD���7���
�c�C�Mît�)�����I���I�Ê���,�C�M���]�%�����w�w�I�7�C�j�����I�E�:�I��îÊ�M���/ü����]�I�M�������%�����XúS�I���7���7�M�M�����	�Ü�¶¡������C�I���7�������M���I��î¬�¤�A�����|�"¡	�Ú�w���7��¨
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í!���¤�����C�,�I�â�7���c�I���%�����I�����Ê���	�C���,�Cî�¡	�C�CîV�7�ë�,���ÿ�'���c�A�Í�'ü"�����j� ñ 1 − 2MeV
õ/�|��¡��K���	�¤î������C�������I�'�â���

�,�7�����n���,�C�,�C�j�:�c�A�����	î����C�A����î¤�j�ÿ�7��� ∼ 7
�¶¡��C�M�:�I�ß�7����������¨´í!���.��þ¶¡����M�����,��¡��ô�M���X�����M�c¡��c�A�,�\�I�M�c�I���M�I¨ON�ðI�C�Ù�Mú��

��î��C�I���Å�����ß�.î��M�,���,����¡������I���c���	���¶¡��C�M�C���	�¸¡����ÅúD���7���M�K�)ðI�C�!�A���C�����7�I���Iú��7�����I�7î����
εF

�	�I��î¤�I���!�A���C�����7�I�
�7���c�I���%�����I�

δε ∼ εF/N
�n�����M�<�,�C�c�A���A�7���������<�,���M�����M���7¡8P������C�j�<úD�����ÿ�C�I���7�M�,�����j�.�,���A���M�,�7���:�A���Cþ¶¡����M�����,��¡��a�

�������	�¬�,�C���,�¬�7�c�A�!�ß�¬�ß��¡��MîÙ�c�:ð��Ê�����������I�7���RQ�¡����7¡c�A���M����� ñ ∼ 7 S úD���
N ∼ 200

õ/¨
í!���Ê�A�7���ÿ�M���¶¡�������¡��¸���ß���"�Ú�7�ÿ�I���c�7�
�c�:ð��Ê�K�X�\�A�7���,�7�������Iú@þ¶¡c�I�,�Å¢½�M��î����w����î��C�j�!���I�,�7���C�M�C��¨´øù�!���ß�C���Mît���A��î
�������7�����Ü���Ú�¶¡��C�M�:�I�Ü�����ÿ�1�C�7�A��¡��,�I���I���M�����Í�I���,¡��\�Ù�Í���I�X¢ù�����A�����7��¡	��î�¢½�X�\�A�7���M�ß�ÿ�I���j���I������ît¨¦ø½�ÿ���7î	�C�ß�7�
�������Ú���	�C�7���"î	�"�c�I�����C�����7���¬�A�����������"¡	�C����¡��<�Ú¡��,���\���I�����¬�M�7�!���7��¡	��î�¢½�X�\�A�7�I¨-T
é oep �ës@êjySp¶`�dVUtf1ySh6b�ì�ø½�ï�I�÷�'ü��C�Å����î��¶¡��C�M�C¡��Ï�7�����7�����X�,¢ù���I���I���X���,�����Ù���j�������I�'���M���÷�w�'�½�����C���7�����"¡"¢
�C�M�C�����¬�7�1���M���¬�I�j�â�ÿ�C�I�W�c����ît�|�I��îï�������ÿ�A�����I�â���I�7�,�C�KúD�,��� ��þ¶¡c�I�j���I�E�@�����I�c�I�������A�¦�3ð����Í�7���¤���¶�7���,�
�¶¡��C�M�C¡����|���������"�:�I�¦�ÿ�3ð����ÿ���j�:�¦�M�jð����Åð��M����î��M�,���M�����7�M�ë�:�I�\�ï�"¡	�C�������t¨ÿí!�����Ê���¬�Ù���Mþ"¡	��î��,���A���A�¦�A��î����	�
�¤�:�����	���L�����c�%�����	�Ï�A���I�ÿ�M�<�¶¡�������¡��!¡���î����¸�'ü����M�\�%�����I�����M�¸�K�¶¡������:�A�¸���Mþ"¡	��ît¨OX��3���'ð����C�����	�.�¶¡��C�M�:�I�¸�/ü¶¢
�C�Å�\�A�7�������C�����7���M�C���I�7���C�����c�I�7�A���Åð��C�Å�������I� ñ úD�I�����	�,�\�A���C�A�����	�����3�ß�C�Ü�����,�C�7�	����î��M�����,�C�����7���M�����	�����M��î����	��C�����7�I�â�1�C�¬�¶¡��C�M�C���

ε ' 8MeV
õ/�¦�A��îï�7�����÷�ß��¡���îï���C�Iîâ�7���7����ðA�I�1���,���:�%�����I�â�Aú����	�¤�¶¡��C�M�:�I�¬���Mþ¶¡���ît¨

ý������,�Cþ¶¡��C�j�7�M���ßúD���Ú�,���I���M���M�½�I�´�������¶¡�������¡����Iî����	�7���÷�,�����Mît�´�,�����Mîû�,�\�%���I�Ü�7�M�ÿ�M�]�I�Ê���M�7� �I� �I�����7���	��¡��C�
�c���Å���'¢ù�7���C�
�7�I����î�¨
í!���
�������7����î	�"�c�A�ÿ�M�C�Ï�Iúß�7¡��\���a�X�\�A�7�����Ï�,���I���M�I�e�M�Ê�M�Ê�A�7���I���c�A�����A���I��î÷�������¶¡������:�A�
�7���M��î��C�I���,¡��,���I���a���M�����'ü��C�Å�\�A�7�����Ù�����C�,���������A��îW�����I�Y�.�7�C���w�����A�7¡��7���C¨-Z
é oep���s|êjyDp¶`�d\[�s@`	d%u1v���y6sef1g^]KyD`c}:~�`�ì��'xwg@hÉk)hSf1g é oed)p"}:o@f1ySb`_Ïgep¶d%xbanì � �C�����7î��M���Ï���Ï���	���A�,�"�ÿ�"¢
���I�7���ÜúD�7�C��î���� �Iúc���	�¸þ¶¡c�I�j��¡�� �\���7�I�ÿ�"î	�"�c�I�������C�AúD�I�¦�C�	�C�7�I���C�

E
�w���´�¶¡��C�M�C���K�������	�C�¦�7�c�I�K�7���¸���M��î����	�

�C�����7�I�
Eb

�¦þ¶¡c�I�#�"���A��îV���M¡������¬�¤�:�â�1�¤�7�����C�I�7��îû�����,¡��\�û�¶¡��C�M�:�I�Í�C���M���M�7���I���C�|�I��î��7�����ï�ÿ�3��úD�I�7� �
þ¶¡c�I�c��¢ù����¡��I�a�	�]�I�,�¤�	¨¦ø½�Ù�7���Ê�����Å�����I�w�X�\�I�I�I�����	���!þ¶¡c�I�#�j¢ù����¡	���Ù���]�I�,�¤�Ú�ÿ�:���1�.ð"�����ß�Cîë�I���C���	�7���X���M���
�Iú
���Iî	�]�A�7����� ñ ����¡��I���\õ.�I�	îï¡��Å���7�I�7���]�A�7�Mð"���X�����ÊúD�C�,�ÿ�M����� ñ ������þ¶¡c�I�#�"� uud

�I�	î
udd

���C���,�7���7�1����î��M���a�7�������
�¶¡��C�M�C���ÿ�,�\�%���C���

mu ∼ 4MeV
�
md ∼ 8MeV

õ/¨´øùú��7���<�"¡	�C���C�I���C���M���M�7���I�Ú���7�"�C���7�Ü�����7¡	�\�¤���c�%�ß�I���M�Ú�ÊúD�'�
�¶¡��C�M�C�������I�,�¬î	�C�,�7�7�3����ît�OdfefgMe������Ï���A�\�I�������C�,�I�

Etot

���MðI�C�Ù���������Ê�¶¡������C¡	���M�<�,���M���j���M�ÿ���,�:�A�7�C�!���c�A�a�7���
�����	î������Ù�����C�,�I�÷�Iú!��úD���ô�"¡	�C���������¬�����Å�����������ï�7���ÿ�¶¡��K�w���Í�Iú��7�����:�A�7�Cîâþ¶¡c�I�#�"�K�I��îâ����¡	�����Ê���Ê�7�ÿ�I�M�E�
�I��î������'���¤�:���1�<î	�C���"�:�A�������Cî��I���¸�:ðI���c�I�h�A���7�¸�3ð��C�Ü�����<�C�j�7���7�!ðI����¡������Iút�7�����¶¡�������¡��C¨Üý����	�7�Cþ¶¡����j���M�I�
���������<î��C�	�7�M�½�a�M���M�)�Ê�1�I�	îr�7¡��\�r�ÿ���A�7�)���Cîr�����I�7�ÿ���¤�:�a�A�,�\�I�M����þ"¡	�����M���7�M¡�� �M�r��ð��C�X�a�����������M�ÿ�Ï���	�M���
�Iú��7���a���7î������Iú

τeq ∼ ~/(E − Eb)
�ß�������7�

E = Etot/N
�M���7���a�:ð��C�7�I�����C�����7�I� �M�ÿ�c�A�,����îû���â�:�I�\�

�¶¡��C�M�C���ï�I�������������I�7�
N

î��C�X���7�3�I�CîV�¶¡������C�I���C¨ÿí!�����\�c�I���A�������7�M�,���M���7�:�A�����C�����7�I�÷�Aúß�7�����Ê�C�	�7�C�K�������Iú
�÷úD�'� þ¶¡c�I�c�¶�¤�I��îl�I��¡����	���M���C�����c�I�7�I���������Å��� �����a�7�c�A�C���	�ï�Iú�����������þ¶¡c�I�j�\�I�������C�,�I� ����ðI�C�M�C�ß���	���\�
����î	���:�%���C�������A�¸��þ"¡	�����M���7�M¡��ô�M�ß���A�¸�7�C�I�\����îa�M�ÿúS�I�'��úD���Ü�7¡	�\�Ù�I���C�	�7�C�K�����A¨�øù�¸�����K�C�I��î¤�	�]�I�,�¤�	�¶�M�¤�����"¢
�Cþ¶¡��M�����,��¡��a�¶�I��î¤�7�����I�7���I���c�I�	�"¡	�C���������¸�ÿ�:������úS�I�����w�<þ¶¡����h�¶�M���,�C�C�3ðI�C�7��ît�n�I�Ü�������]�I�,����î��C�M���C�I�����:�A�7�����
�¤�:�ë�"¡	�����ÅúÉ�ë�M��úS�I���Ï�7�����I�,�"���	���I�7���ÚúD�,�C�Cî	����¨�ö.���
�ÿ�:�����:�r�7�c�A�Ï�7����þ"¡��I�c��¢½�I��¡����÷�����I�7�ÿ���c�I�Ê���A�
���'���1�C�����M�����M�7�Cî��M�Ù�7�����!�C�I�7�A¨
ø½���I�7î������7�ÿ�1�ÏúD¡����Å�¤î	��ð��������1�Cî��n�7���¬�c�Iî��,�������C�A���M�������,�����C�7�<�7��þ¶¡����,�C�<��þ¶¡c�A�c��¢½���M¡����Ù�����I�7�ÿ�
�I��î��C�	�7�
�I�Ú�1���7�,�����M�I�¦�I��îû�I�K���I�
�A�Ú�w�I�7�7�M�����A¨�øù�Ú���Kî	�C�7�M���I�	�����������7��úD�I�7�I�i���7�,�C�´���r¡	�"�	����îû�A�Ú�¤�A�¶�â�¶¡������C�I���
���â�������¶¡�������¡��
�I�Ú�1���,�7���	���I¨�øù�Ú�M�Ú�I�M�7���ß���X���û���I�7���������â�����M�K�:�A�7�¤�7�c�A�Ú�Åú��¦�������C���MðA�I���Å���¦�7�����¶¡������:�A�
�C���M���M�7�������,�����C�7�ß�����7¡	�\���I�����¬�����c�I�,���7�K�C�I�\�¤�¶¡������C�I�����������<�¶¡��C�M�C¡����I���C�����7�I���7�M�����j�7�M�Ú�I�7�:�%���C�������I�
�M�7�����M��î��M���ÿ�����C�,�I���n���	�C�t���I�j�I�M�t�������Í�Cþ¶¡��M�����	�7��¡	� �:�A�����I���w�Í�7�C�I�\���Cî��t�I��îa�����Í���7�M�������I�t�¶¡��C�M�C���	�.�I�,�
�I�j�I�M�Vþ¶¡����h�¶�Å�V�7���C�3ð����7��ît¨ øù�
���
���jð"���I¡��C�����	�C�7�'úD���7�A�����c�A�
�7���C�,�������ë�7���7���7�����Mî �C�����7�I�

εthr ñ ���:�:ð"���	��I�7�Mî����7���ë�¶¡���������� ���M��î����	���C�	�C�7�A��õ
úD���¤�M�����Å�����	�÷�7���ëþ¶¡c�A�c��¢½���M¡���� ���]�I�,�¤��¨ øù�¤�C���,�7���7�1����î��¤�7�ï�7���
�\�c�I�7�I���7�C�7�M�,�7���Ú�,�:�I�M�Ú�C�����7�I�ë�IúÜ��î������C�������A�7�
��î��C�I�¦���I�.�Iú�¡��Å���7�I�7���]�A�7�Mð"���X�����Ê�Mî��C�j���M�:�I�eúD�C�,�ÿ�M����� ñ �c�C�,�ÿ��C�����7�I�	õ/�e���Å���÷î������7�Å�½�

nq ∼ N/V ∼ 1/a3 �������C�,� V
�M�.�����ÚðI����¡	�ÿ�
�Iú��7�����"¡	�C����¡��¬�I��î

N
���Ï�AúÜ�7���

j%k �)+l$�+7-/(\,%+,F *m�X-/(�BS462 F F4*�$�"'no Ñ$�"�BS?I+#�X2 -'F1+%+Y�X2©4ù-\4E25$�(%B%�	F 2pn�+!4��)+l"E-�*32 -\462/�'+q�,-/?34E&("E+�$! eB6F5$h*�()+X&)4�"E$'(%B#�L*��)+%"E+!4��%+()+,&34�"E$'(
2 Br&'+X(C4EF59Ú-��#��$�$s$¸$3*)-\4E+,*j=	t|(�4��)+�$/4��%+%"u�A-/(%*v�n-�B�254ß2 Bu*�+XF F5[�n:()$h*�(w�	$'(%+�[]?%-!"6462x��F +!(:&y��F +,-�"u$¸$3*3+XF BÜ*3+7B��%"62 8I+BE-\4E2 Bf Å-���46$�"E2 F59¸4'�)+�(:&y��F +,-�"tB��)+,F5F B%�y$¸-�&'2x�@(:&($ß8A+#"EB#�%-'(%*<+#�'+,(<4'�)+I$!-'BEBz Ñ$�"'$Ü&)F -)={ k �)+�*3+X4E-'25F +,*v�}|�&A-/(C46254E-/462/�'+´-!"'&'&($¸+X(C4ùBz Ñ$�"t4��%+�(C&}��F +,-!"�B6$'F 2 *�-!"E+i&'2/�'+,(<2 (R~A= k �)+,$�"7=L���:9:B,=tG3H.�KJML'N'N�O�P½=
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���7î	�C���Iú@�����Ê�¶¡��Ú�1�C���Iú|�¶¡��C�M�C�������M�a�¶¡�������¡��C¨�í!���M���7���7���7���I��îa�C�����7�I���M�¸���������I�Mð������j�
εthr ∼ ~c/a = 125MeV . ñ � õ

øù�Ï�C�I�7�7���7�1����î������Ù�I���:ðI�C���A���Ú�C�	�C�7�A�
(3/4)εth

�1�C��þ"¡��I�c�n�t�������,�������K���
�ÿ�:�Ù�\�.�A�
3
þ¶¡c�I�#�"���7�C�M�:�I�,�Cî

�w���ÿ�¶¡����������t���7���I�l�:ð��C�7�I���a�C�����7�I�
(9/4)εth

�w���ÿ�¶¡���������� ñ �w���7��î	�a�7�����	����î��M���÷�C�����7�I� Eb

õ'¨�� í!���
�C���,�C�Ú�	���a�Iú.þ¶¡c�I�#�¶�¤�ÿ�3���������l�7�C�I�\�l��þ¶¡����M�����,��¡�� ���û���M�ÿ�

τeq ∼ ~/εthr ∼ 10−23s
¨�X��3�ß��ð����C�¸�7���

�7�c�A�C���	���1���½�ß�C�������������Êþ¶¡c�I�j�\�A�Ü�M��ðI�C���Ê�M�¬�Aú����	���I�7î����Í�Iú
δεq ∼ ~c/aN1/3 = εthr/N

1/3 �@�I��ît�|�I�j�A���t��������:�I�â�7�����7�c�A�Í�Ù���I�Ê�Iú�þ¶¡c�I�j�\�I�IQc¡	����¡��A���M�����¬�I�7���/ü	�1�C�'����î ñ �1�C�C�I¡��7� N
���Ê�7�ÿ�I�M�E���IúÜ���������,î��C�Ê�Iú

�����¬�¶¡��Ú�1�C�<�Iú��¶¡������C�I�����M�a�7���¬�"¡	�C����¡��\õ/¨�
��Í�I�7�,¡����¬�7�c�A�<�����¬�¶¡��C�M�:�I�<þ¶¡c�I�c��¢ù����¡��I�������I�7�ÿ�
���!úD¡��M�M�
î���ðI�C�M���w��î �A�K�7�����,�:�I�M���Iú!���	�¤�C�j�7���7�¤�"¡	�C����¡��C���A��îû�M�7�K�C�	�C�7�A���1�C�Úþ¶¡c�A�c�â���ÍúS�A�Ú�I�1�3ð��¤�7�������I���M�7�����
�����,�C�,������îa�C�	�C�7�A�����MðI�C�a�j���Cþ¶¡c�A�7����� ñ � õ ñ ����úS�A���<�Ú¡��\�ÙúS�I���I�1�3ð��I�n�A�<�Å�!���!�,���3���ë�1�C�M�)��õ/¨_�fckÚ`�g|b���p�g@}Cp�[�se`�d)uwv'�ÙySs@f1g�]ÍyD`c}:~�`tìÜí!���.�����C�,�I���Aút������þ"¡��I�c��¢½�I��¡����ÿ���]�A�7�ÿ�¬�C�I���w�<���7�Å�7�����
�I�

Ep = Eq + Eg , ñ < õ�����C�,�
Eq

î������I�7�C�Ê�������C�����7�I�÷�Aú����	�ÿþ¶¡c�I�#�¶�K�I�	î
Eg

�,���I��î��ÊúD���Ï���	�ÿ�����C�,�I�÷�Iú��7��������¡��I���C¨��c���Ï���3�
�����ÿ�1�C�7�A��¡��,�C���������Ê�C�	�C�7�A���Iú¦�7���Ïþ¶¡c�I�#�"�<�7�C�Iî��

Eq =
3

4
NqεF +

3π2

2
Nq

T 2

εF
+ ..., ñ � õ

�����C�,�
Nq

�M�ß�7���.�¶¡��Ú�1�C�¸�Aúeþ"¡��I�c�¶�C�
εF = (6π2/2gq)

1/3
~c · n1/3

q
�����7���C�M�s�c�C�,�ÿ�n�����C�,�I���

gq

î������I�7�C���7���
�,���A���M�,���M�:�I�w���������j�<�Iú@�����������Ú¡��Å�����	�������M�7���C���¶�I��î

T
�,���I��î���úD���¸�7�C���w�����A�7¡��7�A¨�N�þ¶¡c�A�7����� ñ � õ!�����7�,�C�,�w���	î�������Úî������C�������A�7�Ê�j�I�!�Iú|¡��M�7���I�,�C���A���Åð��M�,�7���!úD�C�,�ÿ�M���������Å���Ùî��C�	�7�M�½�

nq = Nq/V
�%�!���C���1�C���%��¡��,�

T � εF
¨

í!�����c�C�7���<�C�����7�I�
εF

�M���C�����c�I�7�I���M�����M�7� �����r�7���7���7���I��î{�C�����7�I�
εthr

�<úD�I�¤�����r�7���7���7���I��î{î��C�	�7�M�½�
ñ Nq ∼ N

õ'¨�í!���Ê�����C�,�I�Ù�Iú@�����Ê���M¡������
Eg = (π2gg/15)V T 4/(~c)3 ñf� õ

���´�7�c�A���Iú��Ï���]�I�h��¢ù�w�"î	�Ú�7�Iî����A���M���Ú���
ðI����¡����
V
�A���7�C���w�����A�7¡��7�

T
���������7�

gg
�,���I��î���úD���´�7�����,�\�%�����X���M�:�I�

���������j�!�Aú������.�I��¡����	���Ú¡��Å���M�����M�C�M�7�����C¨�í!���.�¶¡��K�w���¸�Iúe���M¡������ß���¸�A���7�K���MðI�C���j�
Ng = 0.244ggV (T/~c)3 ¨øù�!�����:�I�X�¤���
�,�C�.�7�c�A�¸�7���Ïþ¶¡c�I�c��¢ù����¡��I�����]�I�,�¤�¬���¸î	���ÿ�M�c�A�7�Cî��j�¤�7���Ï���M¡����������C�,�I�����,�������.�����Ï�¶¡��K�w���

�Iú|����¡��I���!�������7�C�I�7�����I�	���7���C�]�A���M�����M�7�a�M���C�,�:�I�,�����
�7�C���w�����A�7¡��7�A¨
� �!�M�����
�I�¸�7���Ï�¶¡��Ú�1�C�!�Iú@þ¶¡c�I�#�¶�<�M���	ü��Cî��c��ð����aúD�I��ð����,�����M�����'ü����M�\�%�����I���C�����7���M�C� ñ �����C�Ù�����Ïþ¶¡c�A�c�¶��¤�:�âúD���7� �r�C���I�7�,���C�I���j�A�
�Iú<¡��M�7���I�,�C�]�%���Mð"�M�,���M�ÚúD�C�,�ÿ�M�����\õÊ������þ¶¡c�A�c��¢½���M¡����û�����I�7�ÿ�ë�M�Úî��������c�%���Cî��¶�
����¡	�����C�	�I��î����	�Ï�c�Iî��,�������C�A���M�������,�����C�,�<�M�!���I�!�/ü��w��������î��7�
�c�:ð��¬�
�7���\���I¡	����¡��:¨ � ���7¡c�I���Å���"�����Ï�X���7�I���
���j�������I�'���M�����Ï���÷���	���	�I�¬þ"¡��I�c��¢½�I��¡����÷�����I�7�ÿ�����C�Iî����Ù���������,��î�¡	�����M���÷�Iú!�Ù�]�A�7���
�¶¡��Ú�1�C�Ê�Iú�þ¶¡c�I�c�¶���
�IúÜðI�A�7���I¡��Ï�7�1�C�����C���¦�A�¶�7��þ¶¡c�I�#�¶�¬�M���C�M¡�î���ît�e�����A�I�túD���Ê�M���,���I���C�A�e�¶�÷���I���.�	�7�"î�¡����7������¨
í!���C�,�¤þ¶¡c�I�#�"�Í�I�,�
������þ"¡	�����	�7��¡	� ���Å���r���	���I��¡����	�C�t�,�Ù�7�����r�c�:ð��ÿ�¤ðI�A�����,���������\�	�C�����:�A�´�w�A���C�j�7�]�I�6�w���	�C�����"¡	�Ú�w���Ê���.���A�
�	ü��Cît���I��î�úD���ß�7¡8P��C�M�C�j���Å�¤�	�����������C�,�����������	�����ÿ�:���w��ð"�M���ß�Cîa�I�!�I�¤¡��M�7���I�,�C���'���Åð��M�,�7�����j�I�¸�Aú�úD�C�7�����I���C¨
í!���Ê�C�����7�I�Ù�Aú¦�,¡��\�r�
þ¶¡c�I�#���j�I�!���!�I�Mð������j�

Eq = (7π2gq/240)V T 4/(~c)3 , ñ'� õ
�I��î��I�����C�I���7���������A�:�"¡��¤�7�K�7�I�ÿ�������¤�A�7�C�,�]�I���"¡	�ÿ���7���C�I�cúS�I���7���7���	�Å�ß�M�ß�7�����7�I�ÿ���I�Ü�������C�����7�I�ÿ�Iút�7���
����¡	�����Ü���MðI�C�¤�j� ñf� õ/¨H���M�ÿ�M�]�I�,�M���%�������¶¡��Ú�1�C���Aú����	�C�7��þ"¡��I�c�¶�¸�M�ß���Åð����¤�j� Nq = (1.8gq/2π2)V (T/~c)3 ��������\�Ù�M�¸�Cþ¶¡c�I�w���Ú���	�Ï�"¡	�Ú�w���¸�Iú@���M¡��������	�'ü����C�	��úD���¸�,�����.�����¤�%���C�,�]�I�c�¶¡����C�,���C�I�wúS�I�'�����,�C¨�í!�����7�'úD���7�A�
� k �)+�+X()+#"�&�9Í$� |-¬*)+%&'+,()+%"ù-\4E+q&�-�B�$� 

N
&)F54�"ù-!"E+XF -\4E2p�:2 BD4E2/�s Ñ+#"�$¸2 $'(%Bß2 B

E = (3/4)NεF
=KQ� �*w+<4E-!n�+

nq = 1/r3 =
3N/V = 3/a3 �:4��%+X(�4��)+´4'�("E+,B��)$'F *<+,()+%"'&'9<2 B εthr ∼ ~c/r = 3

√
3~c/a ∼ 180MeV

=
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���C�3ð"�M�����I�7�Mî��Ê�7¡��\���"¡	�ÿ���7���C�I�túS�I�'�����,�C�����	�Í�����C�,�I�Ù�Iú@�����¬���I���I��îaî������7�¬þ¶¡c�I�c��¢ù����¡��I�������I�7�ÿ�Ú�:�A�ë�1�
�7�����7���7�C�j�7�Cî��I�

Ep ' V T 4/(~c)3 . ñ�� õ
� �C�����7î��M���!��� ñf� õ'�3úD�����7�����¶¡��C�M�:�I�tðI����¡	�ÿ� V = Na3 �)�ß�����'�������´�7�C���w�����A�7¡��7� T = [106Ep(MeV )/N ]1/4 ��I��îûúD���

Ep/V ∼ 103GeV/fm3 ���	�����C���1�C���%��¡��,����� T ∼ 1GeV
¨âí!���Ù�¶¡��Ú�1�C�
�Iú�¡��Å���7�I�7���]�A�7�Mð"���X�����

þ¶¡c�I�c�¶�����Ù�����¬þ¶¡c�I�c��¢ù����¡��I�a�	�]�I�,�¤� ñ �I�<�7���Í�¶¡��K�w���<�Aú�����¡	�����\õ��M�����MðI�C�ë�j� Nq = N [T (MeV )/100]3
�

�I��îÙúD���
T ∼ 1GeV

�ß�¬�����
Nq ∼ 103N

���������7�
N

���¸���	�¬�¶¡��K�w���<�Aú¦�¶¡������C�I�����M���¶¡��C�M�C¡���¨

����:�I���,�C���7�c�A�ßúD�����,¡��\�����C���1�C���%��¡��,�C� ñ 1GeV

õ��M�ß����¡	�������I�C�Å�
���Ú���3ðI�Ï�¤�A�7�7�Åð���þ"¡��I�c�¶�¸�M�¤������þ"¡��I�c��¢
����¡	���ÿ�	�]�I�,�¤� ñ �7�C���w�����A�7¡��7�<�7���I¡���îÿ�w���Iút���	�����,î��C�ß�Iú��7���C�M�ß�,�C�X�¸�C�	�C�7�A� mc2 �A�ß���C�I�,�\õ'¨�£ß�C�7�Mî�� u

�A��î
d
þ¶¡c�A�c�¶�C�@�����Å�ë���	�

s
þ"¡��I�c�r�M�Ï�'ü��1�C���7�Cî ñ ms ∼ 150MeV

õ'�������M�\�ï�ÿ�:���I�M�7�Ù�w�Úð"�M���ß�CîV�A�¬�1�C�M���Ù���
������¡��M�7���I�,�C�]�%���Mð"�M�,���M�¸���M�ÿ�Å�:¨@ø½���������C�7�I�E�"�Múe�ÿ�I�7�,�MðI��þ¶¡c�I�#�"���A�7���	�7�C�,�C�j�����������M�����,�����C�,� ñ mc ∼ 1.5GeV
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q = Nq(∆R0/R0) = Nq/N
1/3
q0

¨l
ï�
î��C�	�I���.�j�

f � 1
�7����úD�7�I���7�����

1/N
1/3
qo

�I��îÿ���7�M�7�
N ′

q = fNq

¨�í!���C�,�m���7¡��XúS�I�C����þ¶¡c�I�c�¶�!�A�7���7���¥�c�,�,�!�M�
���M�ÿ�<���c�A���1�C�I�������ÚúD���C���7���Ï�)®w�C�'�<�Iú@���j�������I�'�����I�t¨�ý������,�Cþ¶¡����¶�7�M�I�n�7�������I�7�Ï�I���Iî�¡��I���Å�ÿî	�C�C�I¡�������î�úD�7���
�������7���,�¸�Aú����	��þ¶¡c�I�#�j¢ù����¡	���¤�����I�7�ÿ�	�¶�I�	î��:�I�ÿ�w�<ð"�����ß�Cî��I���¬�j�I�ß�Iút¡��Å���7�I�7���]�A�7�Mð"���X�����ßúD�C�7�����I�������M���¤�
�	ü��Cî��¶¡��Ú�1�C���Iú��c�I�X���M�C�����C�"�ÿ�3ð"���	�K¡����ÅúD���7���M�Ú���ÿ�7�����	�]�I�,�¤�Êð����M¡��ÿ���I��î��M�¤��þ"¡	�����	�7��¡	�ô���M���ÿ���]�A�7�ÿ�
�A���7�C���w�����A�7¡��7�

T
¨p¯�í!�������¥�n���7���e�C�����7�I�����<���MðI�C�r�j�

εF = ~c/r′
�n�����C�,�

r′
���<���MðI�C�r�j�

N ′

qr
′3 = R3 ������C�	�C�

r′ = R/(fNq)
1/3 = ~c/Tf 1/3 ¨�
ï���C�I�Ú�,�C�ß�7�c�A�

εF = Tf 1/3 �I��î T/εF = 1/f 1/3 = 1/N
1/9
q0 �

1
�bdfefgMe¦���	����¡��Å�����A�7�C���A���Åð"���,�7���Ü�j�I���ÿ�3�K�w�!ð"���'����î¤�A�Ü�I�w�'���M���¬�I�����,�:ü	�M�¤�%���C�Å�Í�7���!�C���I�7�,���C�I���,���A���M�,�7���C��¨´ø½�
�����Ï�M�����M�Ü�Iúeð����,���	�I���I��îÙî������7�Ê�����I�7�ÿ�Í�7�����¸������î��Å���M���������Ú¡��\�Ù�w�'�7�7�C�¸úD¡��;�c���M�Cît¨|í!���Ê�C�����7�I�¤�Iú@�7¡��\�
�
�C�]�A�7�7�M�:�I���j�I�����!���Åð������j�

E ′

q = 3N ′

qT = 3fV T 4/(~c)3 �c�A��î��I���Ê�:�I�Ù�7���¬�7�c�A�!�7���Ï�������Ïî����w����î��C�	�C��Iú����	�������ÿ�1�C�7�A��¡��,�.�I�ß���MðI�C���j� ñ�� õ������ÿ�I�M�¶���I���	�Cî ñ ¡��¤�7�Ú�7�����������	���ß�¶¡����C�,���C�I�1úS�A�����I�7�\õ/���I���C���,î����	������C�	�C�7�A�Ù�C�����,�C�XðI�%�����I�
V T 4/(~c)3 + E ′

q = Ep

¨
� �,�������]�A���C��������¡��,�������I�����M���C�����Í�������7�C�,¡��M�7�����Í�c�Iî��,���������w���:�I¡	�7���7���.�C�I��î��M�7������úD���ß�C�]�A�7�7�M�:�I�n�X�\�A�7���,�7�����
úD���¬�7�C���A���Åð"���,�7���
�c�A�,���M�C�M�C�Ê���M���ï�¤�A�7�

m
�7�:�Aî�� √

m2c4 + (~c/r)2 − mc2 � T
�@�����C�,�

r
���Ê�����ÿ�ÿ�C�I�

���j�����X¢ù�c�I�,�7�������Ïî��M�,�\�A���C�A�w�A��ît�1�7���	�C� √

m2c4 + (~c/r)2 − mc2 < ~c/r
�n�����¬�:�I���7���Í�����A�<�M�<�������%�����%�c�Cî

�Múe���	�¬�7�I���¬������î��Å���M�������!�7�A���M�#�c��îaúD�����
�j�A�<�Aú¦¡��Å���7�I�7���]�A�7�Mð"���X�����<�c�I�X���M�C���������M�7�������Ê���A�ÿ�Êî������7�Å�½��¨-°

������I�7�������A�:�¶�����I¡����¤ðI�C�,�¤�����I�C�Å���j���	���C�I��î��M�7������úD���Ü�������c�Iî��,�������������¬�j�I�ß�Iú�þ¶¡c�I�#�¶� ñ ���Ü�������7���7¡��Å�����	��c�Iî��,�����M���j�I��õ��7�Ú�w�����ÿ�7���.���]�I�,�7���C�I�1�������M���M�����A�¸�C�,�7���¶�7�]�I�1úD���ß�7���.���C�\�c�A�����,� �Iúeþ¶¡c�A�c���C����î	�C���7�A���M���
�������\�a���!î	�C�7���7�M�w��î��1�C�M�)�Ê¨�ø½�Ù�������C�7�I�E�c�Å�!���¸ðI�C�,�Ù�M���A�C�M�������A�������Ê�c�Iî	�7�������:�A�7�����¤�Iú|�7���Êþ¶¡c�I�c�¶�<�w�������	�
���M�7�Ú�������,�!���]�A�C�Cî��A�´�7�����¸�����ÿ���j�����Ú�7���!��¡	�7�C���7�	�C���M�´�Iún���	�!���]�I�,�¤�����I��î
�7���C�M�´�¶¡��Ú�1�C�����´��úD���I�'�����I�
f
�Iú��7�������A�\�I�n�¶¡��Ú�1�C�¸�Aúeþ"¡��I�c�¶���A�ß���c�%�¸�����ÿ���j�:¨i�c�7�I���7�����

f
�¤�:��î��;®����ßúD�7�I� �7���.���	�.���MðI�C���A�w�3ð��A�

�I��îû�ÿ�:���'ð��C� �c�:ðI���a�������¤î	�C�1�C��î������C�A���A�
î��C�1�C��î	���������V�7�����c�A�,���M�C¡����I�7�Å���M�C�Ê�Iú������±�C�I�,�"���	���A�����
úD�7���Cî����²�Ú�ÿ���\�c�I���M�7� �Iúß���j�7�C���A�����M���t¨�í!����� ñ �A��îï�,�c�I���3õÏ��ð��I��¡	�7�����÷�Iúß�����M�Ï���j�������I�'�����I�â�ÿ�:���\�c�I�	���
��������������î	�C�1�C��î������C�Ê���Åð������¶�ÿ�Cþ¶¡c�%�����I��� ñ'� õ½¢ ñf� õÜ�Aú������.�	�]�I�,�¤�¬�'ü��c�I���,������¨ � ���n�������7�Ï�c�A�,���M�C¡����I�7�Å���M�C�î��
���I�¸�}®w�C���¸�C�7�,�C�j�����I���Å�ÿ�7���.������î��������A�7���������C�\���I�����,� �Aúeþ"¡��I�c�¶�!���j�7�Ú�c�Iî��,�����!���Åð�����úD¡��,�7���C�¸�	�C�7�����t¨
_�`cbed)f1g|hDij`	k)hDf1gÜì é d)`cg@}:hDk3hSf1gëk3p"~�z�p¶d)`	k)sed)p
`cg|b÷k)oep�o@`cbed)f1g|hSê�aehDp�ySb�ì � �C�]�A�7�7�M�:�I�"�j�I�¦�Iú

N
�,�C�]�)¢

���Åð��M�,�7���¦���I�,�7���C�M�C�t�����C�M���7��îÊ���.ð��I��¡����
V
���tî	�C�7���7�M�w��î¬�j�.�7����¡��,¡c�I��î��M�,�7�7���	¡	���M���

dN = [gV/(2π~)3]eµ/T e−ε/T dp
�

�����C�,�
ε =

√

m2c4 + c2p2
�
µ
�M�¬�7�����\���C�����C�I���w�I�7�C�j�����I���I��î

g
�M�Ê�7�����C���,�7�C�,�w�I��î����	���ß�C���I�¶�¬úS�I�'������¨

�c�����I�Ù¡��M�7���I�,�C���A���Åð��M�,�7���<�C�]�A�7�7�M�:�I���j�I���Iú|þ"¡��I�c�¶�!�����Ê�\�����ÿ�M�:�I���1�I�7�C�j�����I���M�!���MðI�C�a�¶�
µq = −T ln(gqT

3/3π2
~

3c3nq) , ñ �Y³ õ
�����C�,�

nq = Nq/V
���!���	�¬î	�C���,�M�½�Ù�Iú|þ¶¡c�I�c�¶��¨u
ï�Ê���j���,��î�¡	�C�¬���,�:�I�M�.�����ÿ�1�C�7�A��¡��,�

Tq = ~cn
1/3
q ñ �c�C�,�ÿ������ÿ�1�C�7�A��¡��,�3õ/�c�I��îÙ���7�Å���Ê�I���	�7�:ü����ÿ�A�����M�

µq ' −3T ln(T/Tq) ñ ��� õ
úD���

T � Tq

¨¸í!���¬�C�����7�I�a�M�<�I�Mð����ë�j�
Eq = 3NqT

�I��îa�����Ê���	�C�7���"î	�"�c�I�����Ï�1�I�����¶�7�]�I�
Ωq = −pqV =

−NqT
�%���	�C�7�

pq

���t�7���ß�	�7�C�,�7¡��,���Iú������Üþ¶¡c�I�#�Ï�j�I�C¨|í!���Ü�"¡	�Ú�w���|�Aú	þ¶¡c�I�#�¶�
Nq

��� ñ �Y³ õt���e���ÏúS�I�'�¦�¶¡��K�w���
´%� (A*3+%"�4'�)+�-���462 $'(�$! �4��)+�-/4S4�"ù-���462 $'(�4��)+,9�*3$¸()$'4¢"6+7BD4�$�(<4'�)+�BS&y"f Å-)��+��38%&34¢$¸$h�'+¦25(�4��%+I*��)$'F +i�'$'F &($¸+'=µ%k +%$¸?A+#"E-/46&("E+ √

m2c4 + (~c/r)2 −mc2 � mc2 2 Bw-'F B6$Ü-ÜB'�X-'F5+e46+%$¸?I+%"ù-\4E&("6+¢ Ñ$�"w4��)+O¶w$CBS+X[�0125(%BS46+,25(q�X$'(%*)+X(%BE-\4E25$�(!$! "E+XF -\4E2p�:2 BD4E2/�¦8I$�B6$'(%B,=



� =?>A@ABDC)E(F6>HGIB.JLKM>

N ′

q

�Iúl���7¡	�,úS�I���v�Íþ¶¡c�I�#�¶�Ï���j���,��î�¡	�C�Cîr�I�w�3ðI�I���I�	îë�����\�n���7�������C���1�C���%��¡��,�
Tq = Tf 1/3 ¨o�"�������]�A�7�M�I���7���þ¶¡c�I�c�¤���7���7�7¡	�7�

pq

���!����úS�I�'�<�����I�,�7�]�I�w���7���7�7¡	�7�¬���������Êþ¶¡c�I�#��¢½���M¡����Ù���]�A�7�ÿ�	¨

��a�]�A�w���¸�������c�Iî��,���l�,�w���C�����ÿ�j�

j = 1, 2, 3, ...
���I��îl�\���I���I�'�����7�������C�I�\� �,�w���C�����¤�j� �M�7���¶¡��K�w���ÿ�Iú

þ¶¡c�I�c�¶�
nj = 2, 3, ...

���M�����¤�I�,�
mj

�I��î��������C�j��¡	�
pj

�w�����
���A�������½�ß�a�1�C�M�����,�C�]�%���Cî��j�������C�,�I�
εj =

√

m2
jc

4 + c2p2
j

¨Úí!���C�,���¤�:�r�/ü����,�¬�A���7�a���,�C�]�%�����I���7���M�r�1���½�ß�C�C���"¡	�Ú�w���Ï�Iúßþ"¡��I�c�¶�
nj

�A��î÷�¤�I�,�
mj

�
��¡	���������'�

mj
�7���1�ë�A� �M��î��C�1�C�	î��C�j�����I���I�����7�C���¸�I����úD���������X�\�I�	�C�I�ß���ï�I�C����¡��j�¤úD�����,�C�7�I�c�I�����C���M�

�c�Iî��,���û�7�1�C�'���7�	¨ûö����	�C�Úþ¶¡c�I�j���I�¸�¶¡��Ú�1�C�,�
�¤�:�ï�w���M�¶�7�7�"î�¡����Cîû�7�M�ÿ�M�]�I�,�M�I�¦�I���C���,î����	�r���r���	��î��C�,���,�Cî
�C���I�7�,���c�C�A���M���ï�Aú!�����ÿ�c�Iî��,�����C�´�I��îV�,¡��?·,�C�'����î �7�ëðA�I�7�M��¡��¬�C���	�7�C�XðA�A���M�������3���Í���K�,�C�M�C���7�����ï�7¡��M�C��¨�
ï�
�����w�I�7���7���Ê�C�����,�C�XðI�%�����I���Iú@���	�¬�¶¡��K�w���<�Aú¦þ¶¡c�I�#�¶�

Nq =
∑

j−states

njpj , ñ �(< õ

�I��îÙ�����Ê�������7���,ðA�A�7�����Ù�Iú|�c�Iî��,�����M�Ï�C�����7�I�

Eh =
∑

j−states

εjpj , ñ �Y� õ

�����C�,�
pj

���¸�7���Ê���7�����I�����M�M�½���Iú|�,���A�����C¨Üøù�!úD�����M�)���¸�7���C�a�,�7���I�M���j�7úD���X�¸�A�7î��Å�ÿ�7���Ê�c�Iî��,����î	���,�7�7�M��¡	���M���

dNj =
gjVh

(2π~)3m0

eµhnj/T e−εj/T dnjdmjdpj , ñ � � õ
�����C�,�

gj

�M�Ú�����Ù�X�\�A�7���,�7���C�I�ß�ß�C�M���j���Iú��7���Ù�Ú¡��Å�����	�������M�½�÷�Iú��7���Ù�7�1�C�C�M�C�
j
�
m0

�������,�:�I�M���Iú������	���ÿ�I�
�¤�A�7�C�

µh

���.�7���
�\�����ÿ�M�:�I���1�I�����j���]�A�´�I��î
Vh

�M�.�����
ð��I��¡����
�Iú��������c�Aî��7���	���
�j�I� ñ �M�Ïî��;®����7�.úD�,��� �7���
���7�M�������I��ð����M¡����¸�Iúc���	�¸þ¶¡c�I�c�¶�����A�����7���7¡��Å���Iúc�7���¸�c�Iî	�7�����M��������î��������A�7�����cõ'¨ � �����3���M���<úD�I�

mj

�7�.�'ü"�7�C��î
�C���j�7���¶¡���¡��,�M���7�ë���2�c���M�7�I�@�I��îï�7�����]�I�������Ù���	�ÿ�,¡��ÿ�ÿ�A�7�����÷�3ð����K�ÿ�I�7�¬�7�1�C�'���7¡	� �j�â���j�7�C���7�A���M��� ñ ���M�7�
m0

�7���Ê�ÿ�C�I�Ù�¤�A�7�����j�����X¢ù�7�c�I�������jõÜ���¬���'���,���7�I���I�¶�,úD���,���I�,î��M�ÿúD�7��� ñ � � õ

dNj =
gjVh

(2π~)3m0

· 6π(π − 1)

c5
T 4eµhnj/T dnj . ñ � � õ

ø½���I�7î������7���C�,�7���ÿ�A���������Ê�7¡	�ÿ�ÿ�A���M�����3ð����
j
���Ê���j�7�7�"î�¡��C�Ï�7���Ê�ÿ�C�I�Ù�c�Iî��,�������.�ß�C�M���j�

gh

�j�
∑

j

gje
µhnj/T = gh

∞
∑

n=s

eµhn/T , ñ � � õ

�I��îV�X�\�I�X���Ê�����ÿ�7¡����ÿ�A���M�������M���
n = s ≥ 2

�¦�I�ÍúD�I�¬�7���¤�,�¤�I�M�����,�¬�C�����1���7�Å�����c�Iî��,������¨�
ï�¤�I���¬�����
�¶¡��Ú�1�C���Iú|�c�Iî��,�������f¸

Nh ' ghVh

(2π~)3m0
· 6π(π − 1)

c5
T 4 · eµhs/T , ñ � � õ

�I��ît�n�A�C�C�I�7î��M���
��� ñ �(< õ'�	�7���Ê�"¡	�Ú�w�����Iú¦þ¶¡c�A�c�¶�

Nq '
sghVh

(2π~)3m0

· 6π(π − 1)

c5
T 4 · eµhs/T . ñ � � õ


����:�I�¤�7�C�����c�A�
Nh = Nq/s

�4dfefgMe��7�����c�Aî��7���	���<�C����î	�C���7�A���.�M��î��I�ÿ�M�c�A����îÿ�j���������7�ÿ�I���M�C�X�ß�������w���,�M�7�
�c�Iî��,����� ñ �C���,�7�C�,�w�I��î����	�.���.���	�¸�7�ÿ�I���M�C�X� s

�j�I����úD���´���	�,�\�A���C�
s = 2

õ/�LdfefgMe´�j�Ú�c�Iî	�7�����´���Å���K�7���!�7�M�ÿ�	���C�X�
�ª¹%º +¦(%$/46+|4��A-\4t4��)+�B6&($s$!-\462 $'(�$h�'+#"

nj
*)$C+7B�()$/4t()+#�X+,BEB6-�"62 F 9r Ñ$�F5F $h*�4��%+´B6+#|C&)+,(y��+¦$! 	-/F FI(A-\46&y"E-'FI2 (C46+#&'+%"ùB#��8)&)4»$ß&%BS4$�8A+,9!4��)+�B6+#|C&)+,(y��+I�X$�"'"6+7BS?I$'(%*)25((&ß46$�4'�)+�*3+¡,A()+,*ÚJÑ$�8%B6+%"'�'+,*AP4�A-'*Y"E$'(�BS?I+#�X25+7BX=



=?>�@ABDCMEYF6>HGIB�J8KM> �
�,�7�7¡��'��¡��,�I¨�í!���!�¶¡��Ú�1�C���Iú1�c�Aî��7���	���¤�Iî	�!�Iú

s+1
�
s+2

�¶�����!þ¶¡c�A�c�¶�����´�,�¤�I�M�����¦�j�
�'ü��1�������¶�7�]�I��úS�I���7���7�
eµh/T � e2µh/T �c�����Ï�7�c�I�Ù�����M�!�"¡	�Ú�w���C¨
N�þ"¡��A���M��� ñ � � õ¸��� ñ � � õ¸î��'�����7���������<�7��� ñ �]�I�,���I�c�����j�A�7�Mð��:õ��\�	�C�����:�A�@�1�I�7�C�j�����I���Iú´�7���Í���Iî��7�I�����¬�j�I��¨!øù������I�	���7�:ü����ÿ�A�����M�ÿ���MðI�C�a�j�

µh ' −(1/s)T ln[3gh(π − 1)T 4/4π2
~

3c5m0nh] , ñ � � õ
�����C�,�

nh = Nh/Vh
���.���	��î	�C���,�M�½�÷�Iú��c�Iî��,�����C¨����M�ÿ�M�]�I�,�M�I�1�7���ÿ�����C�,�I�÷�IúÜ�������c�Aî��7���	�����j�I�Ï�M�¬�I�Mð����

�j� �§�
Eh ' ghVh

(2π~)3m0

· 24π(π − 1)

c5
T 5 · eµhs/T = 4NhT . ñ <.³ õ

øù�Ü�����:�I�X�
���Ê�7���<�7�c�A�����	���7���C�,�ÿ�"î	�"�c�I�����!�1�I�7�C�j�����I�
Ωh = −phVh

�������MðI�C���j�
Ωh = −NhT = −Eh/4

�
���C�	�C�������ë�Cþ¶¡c�A�7����� �Iú¬�X�\�A�7�

phVh = NhT
�������C�,�

ph

���¤�7�������,�C�7�,¡��7�÷�IúÊ�7���r�c�Iî	�7�����M�r�j�I��¨¼�c���
�Cþ¶¡��M�����,��¡�� �����M�¬�	�7�C�,�7¡��,�ÿ��þ¶¡c�I���Ê���	���I���ÿ�Aúß�7���ÿþ¶¡c�A�c���j�I���e���MðI�C�â�¶�

pqVq = NqT
¨ÿøù�ÊúD���M���3���.���c�%�

�C���	�C�C�j�7���A�7�������
nh

�I��î
nq

�K¡��,���1�!�Cþ¶¡c�A�c�A����þ"¡	�����	�7��¡	���A�I��ît�j�,�������
Nh = Nq/s

���Å�¦úD���M���3���
Vh = Vq/s

�
�I���'ü��1�C���7�CîaúD���!�C���	î��C���7�A���M���t¨
N¦ü	�1�C�,�����C�j�\�A���M�I�

µh

�
T
�I��î

m0

�I�7�½�����c�I�7�I���������7�¤úD�I���c�Iî��,��� î��M�,���,����¡������I���ÿ�I�Mð���� �j� ñ � � õ'¨ £ß�
�ÿ�C�I�7¡	�7���	�V���������A�7�7�C�¤�ß�÷�¤�:� �\���I���I�'�����7�����r�����÷�c�Aî��7���	���r��¡�����¡	�C�.�I���ß�C�M�Ï�I���7���÷���7�M�����c�A�<���I���Iú
þ¶¡c�I�c�¶�Ê���c�%�Ê�c�Iî��,���������C��¨
øù�Ê���.�ß���,�7�ï���A�����	�����C�,���7�c�A�Ï�7�����¤�I�,�Ï�7�1�C�'���7¡	� ���Ïî��M�7�C�,���7�I�@�I��î÷�M�.î������
���I���'ü"������î����¤�M�8�c���Å���A�w�M�r�C���j�7���I�X�.���������Ú���,�7���ÿ�A���M�������¤�Aî��Ú�I�1�3ð��A¨ � �,�������]�A�!���I���Ú�I�����M���C���I�M�7�ÿ�7�
�����
���Iî��7�I�â�X���,¡����7¡��7��î����c���Cîï�j�r�7�'���Ê�Iúß���j�������C�,�

nj

¨Køù�ÏúD���M���3�����7�c�A�Ï���	�
�C�����7�I�÷�A��î������
�\�����ÿ�M�:�I�
�w�A���C�j�7�]�I�	�I�w�3ðI�<�,����¡��Mî
�w�!��������¡	����î��I�C�����7î��M���Ï���.�7���!�C�������,���C�I���X�\�A�7���X�����C�I�	�����7���Ú���M���I�c�I�Å�2���Cît¨¦í!���
�'ü��1�C�7�M�ÿ���j�\�I���7�C���w�����A�7¡��7�

T
î����7�C�7�����	�Cî�úD�7��� �����Ê�c�Iî	�7�����M�Ï��¡	�7��¡	�����¸�7���Ï���7�I���7�Å���M���������ÿ�1�C�7�A��¡��,�I¨

ø½��î����Cît���I�C�����7î��M�������ÿ�7���Í�I�w�3ðI�Kî����7�C�,���	�7�����a�����¬�c�Iî	�7�������:�A�7�����Ù���,�����C�,�������ÿ�	�c�I�7�¬���7�I���7�Å���M���Ù�Iú¦�7���
�c�7�X���"�M��ît¨ �fT í!���¬�C�,�M�7���:�A�w�����ÿ�1�C�7�A��¡	�7�Ï���!�I�Mð������j�

µq = µh , ñ <�� õ
�����C�,�

µq

���¦���MðI�C���j� ñ �I� õ¦�I��î µh

�M�´���MðI�C���j� ñ � � õ'�AúD���¦���	�!���I���!���7���7�,¡��7�A�4dfefgMe¦�7���!���I���!î������7�Å�½� nq =
nh

¨H¾<��î��C�!�7���C�,�Í�����7��¡����,�\�A���C���C����þ"¡��A���M��� ñ � � õ��C�I�a�I���,�
�w�Ï���,�M�7�7�C�a�I� µh = −(1/s)T ln(T 4/T 3
q Tm)

�
�����C�,�

Tm = [4gqm0c
2/3sgh(π − 1)] ∼ m0c

2 ¨l£Ü� ñ <�� õ'�����a�������7���C� �����Ù�C�,�M�7���:�A�������ÿ�1�C�7�A��¡��,���Iú
�c�Iî��,�������:�A�7�����

Tc = Tq(Tq/Tm)1/(3s−4) ñ <�< õøù�����K�7���¤�7�C���w�����A�7¡��7���1�C�M�)� �����M�\�û�������c�Aî��7���ûî	���,�7�7�M��¡	���M�����Í���MðI�C� �j� ñ � � õK�I�,�������,�C�,ðI�Cît¨ � Z í!���
�]�A�7�C�j�<���:�%�

Q
�M�jð����Åð��Cî��������	�Í�c�Aî��7���	���:�%�����I�a�	�7�"�C�C�,���M�����MðI�C�ë�j���7����·,¡	�ÿ�Ù���a���C�A��úD¡	�����7�������

Wq =
Eq +pqVq = 4NqT

�I��î
Wh = 5NhT = 5NqT/s

�A����þ"¡	�����M���7�M¡��a�%�����M�\�ÿ�M�:�Iî	�´���
Q = (5/s−4)NqTc =

(5/s−4)Eq/3
¨ �ª� ö.���¸�C�I�Ú�7���������A�´�Å�¦�M�|�����j�A�7�Mð��A�I�����M�\�
�ÿ�C�I���e���c�A�|�������C�����7�I� ñ �I�	îK�����ÿ�1�C�7�A��¡��,�3õ��Iú������þ¶¡c�I�#��¢½���M¡����
�����I�7�ÿ�.�������7�C�I�7���Ü�,���M���j���M�Í���
�7�����c�Iî��,�������C�A���M���Ú���,�����C�,�C¨�í!�����]�%���C�j�����C�A�Ü���´�,�C�M�:�I�,�Cî

�������	�¬���Iî��7�I�����C�A���M�������,�����C�7��¨
í!���Ú���7�M�7���C�I�t�����ÿ�1�C�7�A��¡��,�K�Iú´�c�Iî��,�������C�A���M���

Tc

�K¡��,���w�Í�Ú¡��\�r���M�������������I���7���Ú�\�c�I�7�I���7�C�,���,�7���¬þ¶¡c�I�c�
�����ÿ�1�C�7�A��¡��,�

Tq

�M�a�I�7î������7��¡��7�Ê�����Ê���]�I�,�7���C�I�t�X�\�A�7���,�7�����C¨ � �7�M�ÿ�M�]�I�Ü�C���	î��M�7�����
T 4

c � T 3
q Tm

�����Mî��<�I���,�
�'�§k �)+�*32-©�+%"E+X(}��+�8I+�4ª*�+X+,(.4��)+ß?("6+% Å-���46$�"

4
25(��A-'*Y"E$'()2x�´+X(%+%"'&'9�-'(%*�4��%+Ü?("E+¡ Å-)�½46$)"

3
2 (.4��)+ß+X()+#"�&�9<$! �4'�)+r|C&%-�"�nl&�-'B�X$�$¸+,Bz �"E$�$û4'�)+�-'*%*32©4E25$�(%-/F¶*)+%&�"E+X+¦$! 8 �"E+X+,*)$�$ $� �4'�)+I$!-'BEBX=�fj #)$)"�$¸$�"E+´*)+�4E-'25F Bt$'(�4'�)+I$¸+#���%-'()2 B�$ $� 2$!-\4646+%"¢�X$'(%*)+X(%BE-\4E25$�(�B6+X+I~A= k �)+X$)",=L���:93BX=�G)H}¿ÚJML/N�N'OCP½=�f{ #)$)"e-!*32 B��%"6+X46+i$!-'BEB�B6?I+#�½4'"6&y$ +#|C&%-/462 $'(ÚJML�L'PD&'2/�'+7B�4��)+�B'�X-'F5+|46+#$�?I+%"ù-\4E&("E+

Tm
=� � Q]4H��$)"�"E+,B6?A$�(%*)Be46$�4'�)+¸+¡+:4�"ù-<*)+%&�"E+X+Ü$! � �"E+X+7*3$�${*3&%+Ü4E$�4��%+�$!-�B6B#��$�"E2p&�25(%-/46+7Be2 (	|C&%-!"'n.25(C4E+%"ù-��½4E25$�(w��-/(%*Í-��%�X$'&)(C4ùB Ñ$)"t4��)+I"E+%$!-/(%+X(C4�+X(C4�"E$'?:9!$! 	4��%+I�%-'*Y"E$'(%2/��&�-�BX=
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úD�����������c�Iî��,�������<�j�I��¨�£��I�7�¤�C�I��î��M�7�����	���I�,���7�A���M�#�c��î����7�3ð"��î	�����
Tq � Tm

¨Ü ë�.�¶�M���K¡��,�.�Iú
Tq = Tcf

1/3�����I���¤úD�,��� ñ <�< õ Tc = Tm/f s−1 � Tm

¨ �f� øù�¤���������X��� ���A�����	�����c�%�¤���	�r�'ü��1�C�7�M�ÿ���j�\�I�<�c�Iî��,�����M�
î����X���,����¡	�7�����	���I�7�<���I�Ü�C�I�¶�7���¶¡���¡	�ß�M�ÿ�ÿ�I�7�Ü�7�1�C�'���,¡����¶���I�ß�M���7����þ¶¡c�A�c�
�C�I���,�7�M��¡	�C���'�����A�Ü�Å�Ü���Ü�I�7�,¡����Cî
���¤�7���Ï�C�X���M�¤�A�7�����	�ß���Åð��������C�,�C����¨ � �C�C�I�7î��M�����M�I���7���Ï�c�I�7�I�ÿ�'�����7�¸�M���I�

Tq

���
Tm

�"���c�A�¸�ÿ�M���j�¸�1�.î��C�,�MðI�Cî
úD�7���ô�7���.�A�c�I�M�"�,�����Iút�7�������ÿ���M�7�M�:�I��î	���,�7�7�M��¡	���M�������Iú����Iî��7�I���C�"�:�I�¤�w�<î���®w�C�,�C�j�ÜúD�7���ô�7���C�M�ß�/ü	�	�7�C�,�7�M�����
���MðI�C� �����7�I¨�ø½� �Aî�î��M�7�������´�M�
�K¡��,���I�M�7�r�1�����I�7�Cîû�����A�
���������C�\���I�����,� �Iú<�c�Aî��7���	���:�%�����I�Vî��C�,�C�,���1�Cî
�I�1�)ðI�Í�7���7��¡	�����7���Í������î��������%�����I�ë�Iú|�����Íþ"¡��I�c���j�A���M�����A���,�C�,�7�7�M������î��7�ÿ���]�I�,�7���C�I�e�,���A���M�,���M�C��¨qÀ.¡c�I�j�\�I�
�,���A���M�,���M�C�Ï�C�I�÷�w�
¡��,�Cît�@�MúÜ�����C���7���A�,���|�w�A���rúD���.�7�����c�Iî��,�������������¤�j�I�Ï�Iúßþ¶¡c�I�c�¶�¬�I��î÷úD�����7�����7���7¡��Å�����	�
�c�Iî��,���������������\���\�c�I�����Ï�7���Ê�'ü����7���7�,�����������MðI�C���I�1�)ðI�ÏúD���¸�����¬�\�����ÿ�M�:�I�t�1�I�7�C�j�����I���I��îÙúD���¸�7���Ê�C�7�Å���M�:�I�
�����ÿ�1�C�7�A��¡��,�I¨
�c¡������7�����	�

µq(T )
�I��î

µh(T )
�I�!�I�Mð������j� ñ �I� õ��I��î ñ � � õÜúD�I�����������I��� nq = nh

�A�7�Ï�7¡	�\�Ù�7�c�A�
µq < µhúD���

T > Tc

�I��î
µq > µh

úD���
T < Tc

�����	���\�û���:�I���Í���c�A�K�������	�c�I�7��î	�]�I���7�I� úS�:ð���¡��,�Ú������þ¶¡c�A�c�¶�
úD���

T > Tc

���I�	îV�c�Iî��,�����¬úD���
T < Tc

�´�I�Í�'ü��1�C���7�Cît¨ëí!�����c�Iî	�7�������:�A�7�����÷�Iú����������7�,�
N ′

q

���7¡��XúS�I�C���
þ¶¡c�I�c�¶�ß�:�I���1��ð��M���ß�Cî��A�Ü�7���l�c�,�,�ß�,���I���<���ÿ�7���<�c�Iî��,�������C�A���M�������7�"�C���7��¨ � úÉ�����Ü�7�����Ü�,���I���<�����C�������M������î
�����K�"¡	�Ú�w���Ï�Iú��7���¤�A�����M���¤þ¶¡c�I�#�¶�Ï���.î��M�ÿ�M�����,���Cî����I���M�.�M�����	�Ú���Iî	��¡��.�Aú������
�,�C�ÿ�I�����M�������]�I�,�¤��¨Ïí!���
�����ÿ�1�C�7�A��¡��,�ÿ�Aú����	�ÿ�,�C�ÿ�I�����M���Ù���]�A�7�ÿ�Ù�M�Í�M���C�,�:�I�,�Cîâ���ë�,�����ÿ�/ü��7�C�j�:�´�I�Íî	¡����7���7���ÿ�,�C�M�:�I�,�Cî����A�����j�
���:�%�:���	¡	���M�
þ¶¡��M�h�"�Å� �7�C�I�\���C�ÿ�I�j�A���V���	�ÙðA�I�M¡��Ù�Iú<�����Ù�C�,�M�7���:�A�ß�����ÿ�1�C�7�A��¡	�7�Ù�j� �'ü��c�I���,�������¸�I��îû�7���
�c�7�X�,¢ù�,�\�A�������,�����C�,�¸�Iú��c�Aî��7���	���:�%�����I�ÿ�M�ß�,�C�1�:�A�7�Cît¨uX��3�ß��ðI�C�C�	�M�ß����ð��C�X���M���I���M�Ú�7�c�A�¸�A���,�����������ÿ���j���M�
�M�7���'ü��c�I���,���������	�!þ"¡��I�c��¢½�I��¡����������I�7�ÿ�.�C�C�I�7���Ü�7�Ê�7¡��X�\�I�M�ÿ�A�ÿ��þ"¡	�����M���7�M¡�� �w�'�½�����C�ÿþ"¡��I�c�¶�ß�I��î�����¡	�����C�
�I�����,�C�,¡��M���Aún�M���|�C�"�����M��� ñ ���Ú�I�j�K�C�I�7�¸�7���¸���%�����Aúc�����M�´�Cþ¶¡��M�����	�7¡�� �,���3���´î��3�������Ú�������M���������	�¸���]�A�7�ÿ�jõ'¨
¾���î	�C�e�����M���C���,�C¡����,���I�����I�)�������¶¡��Ú�1�C�e�Iú�þ¶¡c�I�c�¶�|���Ê���]�A�7�ÿ�¸�w���C�����C���	ü��Cî��A���	���7�C���w�����A�7¡��7��î����C�,�:�I�,�C�
�A���K�����I���C�Ü���A�7�I���I��î¤�7���������I�w�A��î������7�<���I�,�)�c��î������I�7�ÿ�ÊúS�:ðI��¡��7�ß�������C����î	�C���7�A���M�����Iú��	�:�:ð"���C���	�����7�
�C�������M�'üa�c�Iî	�7������¨.øù�.�ÿ�:�a�w�Í���I�Mît�1�7���C�,��úD���,�I�1���c�A�����a�����Ú���Iî��7�I�����C�A���M�����	�7�"�C�C�,�����	�C�7�Ú�I���1�:�I�q�c�7�X�
�c�Iî��,�����´���Å�����.�7�M�ÿ�	���C�|�,�7�7¡��'��¡��,� ñ �����M�\�ÿ�A�7�I��ðI�C�X�
�����I�C�Å���A�����I�¶�7�C��õ|�A���	��������� Tc

�¶�I��ît�j���7�Iî�¡c�A���M�I�I�����7�
�C�������M�'ü����Iî��7�I��� ñ �������\���c�����A�C�Å���c�I�,�Ê���:�:ð"�����\õ!�A��ðA�I�7�M��¡��!�7�M�����j�7�M�ÿ���3�����!ðI�A��¡����<�Aú|�7�C���w�����A�7¡��7�A�c�7¡��\����c�%���������ÿ�1�����A���I�c�I�Å�"�7�����Iú¦�����¬�c�Iî��,�������:�A�7�������������j�<���	î����C�A���Ê���7¡����C���7�7�M�����Iú������c�I�,�¬�7���I�	�7�M�7�����	�Y�A�
�����¤�:�I�,�:�Iî	�Ú�Iú��c�Aî��7���	���:�%�����I�����,�����C�,�7�C���t���a�����Í���7î	�C���M��î��M�:�A�7�Cîë�	�C�7�A¨�øù�����������X���r�	�I���M���ÿ�7�c�A�<�����M�
���7î	�C�<�C���,�7�C�,�w�I��î����7�ÿ�7���Í�����C�,�I� ñ �ÿ�I�7��õ½¢E�������Ï¡������C�X�\�I�M�¶�½�a�,�C�]�%�����I���7���M�t¨rX��3���'ð����C�t�,¡��\�����7�C���w�I���I��7���7�������Iúw�c�Iî��,�������C�A���M���K�"�C��¡��7���M����ð��C�X�
���A����î
�,¡��C���C�7�,�������"�����M�\�����´�1���I����î������!���	�7�C�XðA�A���M���c�I���ÿ�C�I���C¨
�����¸¡	�����	�C��¡	î������c�I���Å���K�¶¡����C�,���:�A�1���,�7���ÿ�A���M���t�j���ÿ���7î	�C�����Ú���'�¸�¬úD�C�C�M�����¬�Iú��,�C�M��ðA�I�j���c�I¡��7���C¨u��¡��	�w���,�
���c�%�

N ∼ 50
���������\�a�ÿ�.�I�����7���ÊúD���I�'�����I�

f = 1/N
1/3
q0 = 1/10N 1/3 ' 0.03

���I��îÙ�����Ê�C�,�M�7���:�A�������ÿ�1�C�7�%¢
��¡��,�

Tc ' 30Tm.
í!���C�÷�Å���M���������C���MðA�I���M�Í�7�c�A���7���K�����	���ÿ�I�t�ÿ�I�7���c�I���A�ÿ�'���C�

m0

�ÿ�3�a�����7�,�C�7�1����îr�7�
�����������A���C�X�@þ"¡��I�c�n�j���:�I�

m0 ∼ 4MeV
�LdfefgMe

Tm ∼ 4MeV
���7���7�c�A�

Tc ∼ 120MeV
úD���

s = 2
¨� ë�.�¶�M���.¡��,�

�Iú ñ�� õ/�	�����M�¸�����ÿ�1�C�7�A��¡��,�Ê���!�7�C�I�\����îë�����7����� t ∼ 10−22s ñ ct/aN1/3 ∼ 20
õ'�	úD�����A�a�M���M�7�]�I�n�����ÿ�1�C�7�A��¡	�7�

T0 ∼ 1GeV
�w�ÿ�]�A���7�Í�Iú´���M�ÿ�Êî�¡	�7���	�ÿ�����M�\�ë�����Íþ¶¡c�I�c��¢ù����¡��I�ë�����I�7�ÿ���/ü��c�I��î����M���<���Aî���¡����j�ë��úS�I���7���

�Iú
20
¨Êí!���
�����C�,�I�r�AúÜ�7���
�C�I��î��C�	�7�Cîâþ¶¡c�I�#�"�

E ′

q = 3N ′

qT = 3fEp

�M�������ÚúD�7�I���7�����
3f ∼ 10 S �Iú������

���]�A�7�ÿ�������C�,�I���n�������\�ë�7�C�	�7�C�,�C�j���������Í�)P��C�M�C���'��������P��C�����j�.�Iú����Iî��7�I�����C�A���M���Ù���Ù�������c�7�X���X�\�I���A¨�í!���
�C���,�7���7�1����î��M���.�]�%���C�j�|���:�%���I����¡��j���@���

(5/s−4)E ′

q/3 ∼ −0.5E ′

q ñ úD��� s = 2
õ/�I�����M�\�Ú����î	���:�%���C�|���7�A�������

�����I�K�7���¤�A���C�j�´���j���7�I�¶�I�j�I�|�'ü��w�����7�Cî
úD���e�����M�|�j�A�¦�Iúc�M�����j�@�c�Iî	�7������¨¦í!�����"¡	�Ú�w���¦�Iú��c�Iî��,���������CîÚþ¶¡c�A�c�¶�
���¬�����u�c�7�X�´�,���I���Ü�Iún�c�Iî	�7�������:�A�7�����Ê�M�|���Åð����Ú�j�

N ′

q = fNqo(1+ct/aN 1/3)3/4 ∼ 0.03·103N ·10 ∼ 300N
�

�I��îÙ�����Ê�����7�,�C�7�1����î	�������¶¡��Ú�1�C���Iú|�c�Iî��,���������
Nh ∼ N ′

q/s ∼ 150N
úD���

s = 2
¨

��z|z�p"g@b|hÉò ócì é o@p½ÁehSd%hD`cy¡Â@mEd%p¶p�g�s|êjyDp¶fwg@}.Â|`cg|b{~�`�}:}
mùfndA~÷s@yS`
�����

q̇∂T/∂q̇ = 2T
�w�Í�½�����C�Í�����
�¶���	�����M�K�����C�,�I��úD�I�Ï�¤�������C�,���Ú���I���M���a�IúÜ�C�"���7î��M�c�A�7�C�

q
¨Ïø½�j���������A�7�����

�f�cÃ $'(A*32©4E25$�(
Tq � Tm

2p$¸?)F 25+7B
f � f3(s−1) �v*��%2/���Ê2 B´B6-/462 Bª,A+,*R Ñ$)" f � 1

= k �)2 BO��$'(A*32©4E25$�(¬2 B@8I+�4646+#"� Ñ&%F-,%F F +,*¬4��%-'(4'�)+���$�(%*325462 $'(	 Ñ$�"�4'�)+��XF -�B6B62/�,-/F�8I+%�%-¨�:2 $'&("�$� w4'�)+�|C&%-!"'no&C-'B´8I+#�X-'&%B6+ß4'�)+��XF -�B6B62/�,-/FcBS4E-\4E2 BS462x�XB�2 Bi Å-¨��$'&("E+,*� Ñ$�"I$!-�B6B62p��+�%-�*Y"E$'(%B,=
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�j���c�I�X�����3ð��C�<���I���M���¤���M�ÿ�

t
�ß�Í���'�

2T = qpt/t − qṗ = qpt/t + q∂U/∂q ñ <.� õ
úD���Ï�:ð������I�I�C�C�e�������7�

U
���������
�1�I�����j���]�A�¦�C�	�C�7�A�÷�I��î

p
î������I�����Ï�����������ÿ���j�\�	¨	�c���Ï���w�I¡���î÷�ÿ�A�����I�

�����¬�����ÿ���j�\�
�I�,�o�����M�7�Í�%�<�7�����
t → ∞ ���7�����Í�I�7�Ê�M��úÉ�!���M�7�

2T = q∂U/∂q
�1�����M�\�ë�M�¶�7�C���7�A����îa�I�j�I�M�

�j���c�I�X�����3ð��C�����	�¬���I�7�����¤ðI����¡	�ÿ�Ï�����C�M���7��î��j�Ù�7¡	�,úS�I���
S
�c���Åð����

2T + U = (qU)S/q . ñ < � õ
í!�����!�M�����	�.ð��M�7���I�1�7���C�I�7�C� úD���¸�ÿ�A�7�7�C�ß�C�������7�M���t¨�í!���Ï�7���A�����I�t�:ð������I�I�Ï�ÿ�C�I�����:ð������I���M���
�3ð����<�¶¡��K�w���
�IúÍ�c�I�,�7�������C�����I���C�����7�I�I���7�M���C�÷�������C�,����� �7�����7¡	���{�7�����X�,¢ù���I���I�rúD���7���C�Ù�'ü����M���M�7�������÷���%��¡��7�A���M��� �����/¢
�������C���I�t¨�� �
øùú��������7¡��XúS�I�C�������¬ð"���X��¡c�I�n���	��������������¡����1�¶���	�������7�

(qU)S/q
���Ü�����j�A���Åð��A¨i
���î��C���A�����Å���j� −Es

�A��î
�c�:ð��Ê�����Ê���M��î��M���
�C�����7�I��úD�I�¸�����Ê��¡����

Eb = T + U = −T − Es < 0 . ñ < � õ
�c�����
�7�:�A���7¡��XúS�I�C�Ï���	�Ê�7�C�,�

(qU)S/q
ðA�I�	���7�	�C����� ñ < � õ¸�I��îÙ���Ê���'�������Ê���M��î����	�
�C�����7�I�

E = T + U = −T = Eb + Es < 0 , ñ < � õ
���â�I�C����¡��j�Ê�IúÜ�����
�7�I���ÚðI�A��¡��Ú�Aúß�7���
�¶�����'�����K�C�����7�I���M���w�A���÷�:�I�,�C��¨�öÏ�	�
�:�I�÷�7���
���c�A�Ï�7���
���M��î����	�
�C�����7�I�¤�Iú@�Ú�1��î	�ÿ���ß�����I���C�Ü���c�I���7���Ï���M��î����	�K�C�	�C�7�A���Iú��7���Ï��¡������j�ÿ�����.�,¡��,úS�A�C�.�����7�

Es ñ �M��î��C��ît���M����7î	�C�!�������,�:�.��î	�)�������w�"î	�¤�ß�¬�c�:ð��Ê�����7¡��	���M���7���ÏúD���I�'��¡��,�Ï���M���Ù�Å���!�7¡	�,úS�I���¬�����C�,�I�	õ'¨
øù�������:�I�X�û���â�7���aúD�,��� ñ < � õÍ���c�%���7���a�7¡��XúS�I�C�Ù�C�	�C�7�A� �I�������M���A���"¡	�Ú�w���

N2/3 �Iú��7¡��XúS�I�C�a�c�I�X���M�C�����C�
�7�M���C�

(qU)S/q
�M�jð����Åð��C�ß�Ê�7¡����¤�%�����I�
�)ðI�C�������I�7�<�c�I�,�7�������C���I���M� ñ ���´���	���M�¶�7�C���7�A���M���
�3ð����Ü�7�����,¡��,úS�A�C�3õ/��������M�.�����¬��¡������C�	�C�7�A�Ù�������������A�

N
�n�,���7�c�A�����¬�:�A�����7�Å���

Es = usN
2/3 �I��î Eb = −ubN

�c�����C�,�¬�7���
�C�"�)P��C�M�C�j���

us

�I��î
ub

�I�,�¬�������,�Ê���ÙðI�A��¡��.�7�ÿ�C�I�\�r�I�7���C��¨ � ð������I���M���¤�3ðI�C�<�]�I�,���
N

�����¬�7¡��XúS�I�C�¬�C�	�C�7�A�
�¤�:�Í�w�!�	�C���M�C���7�CîÚ���Å���
�7���7�1�C�'�Ü�7�.��������¡����¬�C�	�C�7�A��¨�ø½��î����Cît� 〈Es〉 / 〈Eb〉 = 6/5N

1/3
c ∼ 0.2

úD���´�.�C¡	�7�.®
Nc = 200

¨
øù�Ê���.��¡��,�7���ÿ�I�,�a����ð"���'� �7���
�¶¡��C�M�C���	�Ê�I�.úD�7���ÚúD�C�7�����I���C�w�C�Ú�1�Cî�î	�Cîâ���÷���7þ¶¡c�A�7�
�1�I�����¶�7�]�I�@�������

U =
−Nε0

�¦�I�	îâ���,�M���
î	�)���
N = gV p3

F /6π2
~

3 �@��� pF = (6π2/g)1/3
~/a

���������7�
V
î������I�7�C�Ê�����
ð��I��¡����

�Iú<�ë�,�����C�,���Iú����Aî���¡��
R = aN1/3, pF

���¬�������c�C�7���Ü�ÿ�����C�j�7¡�� �I��î
g
���K�ë�,���A���M�,�7���:�A�Ü�ß�C�M���j� ñ úD�I������X�\�I�	�C�I�

g = 4
�|�7���M�V�I�	î����,�I���I�������7�	�����M���C�M¡�î���înõ'¨�í!�	�C���ß�¤���'�Í�7���Ä�c���7�����C�����7�I�

εF = p2
F /2M�I��îû���	�Ä�¶�����'�����¤�C�����7�I�

T = 3NεF /5
¨âøù�
���Í�����X��� ���I�7���������c�A���M�V�C�����M�)�"�M���r�7¡	�\� úD���,�Ú¡����I�I�¦�7���

�������7����î������I�ÿ�M�Í�M�����M�
N → ∞ ���.�A�7�7¡	�ÿ��ît�t�7���7�c�A�������Ú�,¡��,úS�A�C�
�C�	�C�7�A�ë�M��ðA�I���M�7���M����¨ � ���C���,î����	�¤���

ñ < � õß���¬�������7���Í�	����î��M���
�C�	�C�7�A�Ù�Iú|�7���¬��¡���� E = −Nε0 + 3NεF/5 = −3NεF /5
¨H
ï�¬�I�7�Ê�M�¶�7�C�,�C�,�7�Cî

��� �C�X���M�¤�A�7�����������a�\�c�I���I�
q
��� �C�����7�I�ûúD�I���â�\�c�A�����

δN = 1
��� �¶¡��Ú�1�C���Iú��c�I�,�7�������C���%���C�����X�\�I�j�

�C���	�C�C�j�7���A�7�����t¨�øù�<���!�C�I�,���7���7�C�Ê�����A�<�M�!�M�<�I�Mð����Ù�¶�
q = −3εF/5

¨I
ï�¬���ÿ�	�c�I�7���C�Ï�����A�
q
î���®w�C�,�¸úD�7���

�����Í�\���C�����C�I�e�w�A���C�j�7�]�I�
µ = εF

¨q¾<�7���	�
a = 1.5 · 10−15m

�ß�K���'�
εF = µ = 46MeV ñ úD��� g = 4

õ'�c���	�
�w�A���C�j�7�]�I��î����	��� −ε0 = −6εF /5 = 55.2MeV

�I��î
q = −3εF /5 = 27.6MeV

¨ ñ í!�	��úD���7���������Ê�c�:ðI��I���,�����	�7�C�,�7¡��,�
p = 2εF/5a3 �������ÿ�1�C�	���A�7�Cîa�¶���7���Ê���7���7�,¡��7�¬���7�"î�¡����Cîa�j�������Ê�1�I�����¶�7�]�I�w������� ε0

õ/¨
ø½�����7î����¦���Ï�������c�I�7�ß�������7���7���7¡��Å���´���M�7�Ú�����!���ÿ�	���7�M�:�I�¶�ÿ�I�7�|úD���7�Ú¡	�]���ß�!�Ú¡��X�Ü�3ðI�C�7�I���!�3ð����Ü�¶¡��K�w���´�Iú
�¶¡��C�M�C�������������M�\���I����¡��j�7�Ü�7�¬���.�¶�����¬�c�I�Åút�Iúw�������I�w�3ðI���c�I¡��7���C¨i
ï�����'�Ü�7���C�,��úD���,���7��� ñ �:ð��C�7�I���:õr�c�C�,�ÿ��C�����7�I� 〈εF 〉 = 23MeV

�c�7���Íî	�C�	�7�r�Iú¦�7���¬�w�I�7�C�j�����I�t�ß�C��� −〈ε0〉 = 27.6MeV
�I��î

ub ' −us = −q =
3 〈εF 〉 /5 = 13.8MeV

�n�\�c��¡��,�.�������\�a�C�����c�I�,�C�¸�ß�C�M�����M�7�Ù�7���Ê�'ü��1�C�7�M�ÿ���j�\�I�z�	���C¨�øù�<�M�����I�,���a���I�7�����
�f  ;
=%>@?A$CBD4E$'F��y~A= k �)+X$)",=L���:93BX=�GY¿�HKJML/N�N'OCP½=
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���c�%�
q = −13.8MeV

î��;®����7�¦úD�,��� �������C�������,���:�A�"�	����î��M���������C�,�I�Ú�1�C�¦�c�I�,�7�������
q = E/N ' −8MeV

�I�
�I�C����¡��j�ß�Iút�Aî�î��M�7�������I�	�����C�,�I���C���j�7�7���	¡	���M�����C�¶���7�1�C�C���I���Å�K�7����ý���¡����I�Ú���7�C�	¡����,�����t�j�	�I�Ü��������¡�î���îÿ�	�C�7�����t¨
í!���ëý���¡����I�Ú� ���j�������I�'�����I� úD�I�ÿ�%�����������¶¡��������<�C�I� �w�Ù���7�Å�7�����l�A�

Ec ∼ Z(Z − 1)e2/2R = Z(Z −
1)N−1/3e2/2a

�����	�C�7�
e
���´���	�<�����������,�����\�c�I�,��� ñ �����¸úS�A�����I� 2

���I���w���C�����j���,��î	¡��C��îÿ�M���7���!î������������c�A�7���
���V�I�7î����K�����A�C�C�I¡��j�ÚúD���Í�7�����:ð������I�I��ðI�A��¡��ÿ�Iú

1/R
õ/¨²
ï�7�Å�����	�

Ec = ucZ(Z − 1)N−1/3 �������'�K�7���
�C�"�)P��C�M�C�j�

uc = e2/2a = 0.48MeV
�������M�\�ë�I�I�7�C���!���M�����7���Ê�C�������,���:�A�wðA�I��¡	�I¨

í!���!�]�A�,�������j���7�M��¡	�7�����K�7�.�������¤�I�,�¦úD���,�Ú¡��]���C�����C�¦úD�,��� �����!�X�����������X�K��®������C���������\�����´�.�C�����,�Cþ¶¡������C�
�Iú��7�����/ü	����¡��,�����Í���7�M���C�M�����A¨|øù�|�7�	��¡���îÍ�������7�C�I�7�Ü�����ß�C�����7�I�¬úD�7��� �

g = 4
¢½î	�C�������C�7�A���Ü�C�����7�I�Í���'ð�����¡��	î��C�

�����7�I���XúD���7� �������\�û�,�C�����I�C���
�ë���,�I���I�V�j�V�r����¡	���,���t�����Í�C���jðI�C�7�,�C�Å���Ü�ë����¡	���,���û�j�û�ë���,�I���I�t¨rí!���M�
�C�����7�I���C�I�¶�7�7�M��¡	���M���t�nî������I����î

Er

�1�7����¡	��îr�,�:�Iî
Er = ur(Z − N)2/A

�c�������7�
Z
î��C���A���C�<�����K�"¡	�Ú�w���

�Iú.�	�7�I�7�����C�
N

î��C�	�I�����¤���3� �7���Ù�"¡	�Ú�w���ÿ�Aú�����¡	���,�����¤�I��î
A = Z + N

���
�7�����ÿ�I�,���¶¡��K�w���C¨lø½�
�����a���M�ÿ�Å�

A → ∞ �����M�
���C�,� �7���I¡���î �C�����1�C���7�A���Ù�����a��¡����V�C�I�¶�7�7�M��¡	���M���t�Ü�7�â���c�A���ß�ë���'�ÿ�÷ðA�I�M¡��
ur1 ' −ub = 13.8MeV

¨ � ����¡��I���Å���w�7�����<ðA�I��¡��Í�7���I¡���î��1�Ú�7�I�ÿ�'���c�A�Ï���I�7�����C�1�w���:�I¡	�7�
Er

�C�I�÷�I���,���1�
���7�Å�7�������A�

Er = ur(A − 2Z)2/A = urAx2 < urA
�������C�,�

x = 1 − 2Z/A
¨Å
��ÿ�:ð������I���

x2 �I�7��¡	��î
x = 1

�´�3ð��C�Í�������7�I�����ÿî��C�,�C�,���1�Cîû�j�ï�7���¤���I�������¶�Í���
x2 úD��� x = 1

¨½
ï������� 〈x2〉 = 7/12
�I�	î������

�7���C����î�ðA�I�M¡��
ur2 ' 23MeV

¨I�¦�����I���Å���I�ß�.���'�ß�7�������:�I��ðA�I��¡	�
ur = (ur1 +ur2)/2 = 18.4MeV

�"�����M�\�
�I���,�C�C�!�ß�C�M�t���M�����7���Ê�C�������,���:�A�wðA�I��¡	�I¨
��z|z�p"g@b|hÉò��tì
Uwk3`	k3h6}�k3h6ê�`cy�p"qts@h6yShfÆ@d%h6s@~ `�g|blk)oep¶d%~�`cyShSij`	k3hSf1g
�c���¬���C�I���7�M�,�����j�Úî����7�C�,���	�7�����ï�Iú¸�7���ÿ�X�\�A�7���X�����C�I���Cþ¶¡��M���M���7�M¡�� �Iú!�I�������7���Ú�����ÿ�Iú¸���I�,�7���C�M�C�Í���,�C�7�M�C�¬�Iú
������þ¶¡c�I���Å���M�C�¸�Iú@���	�Ê�½�"�1�

εeq > T > δεf > δεex � δεq > δεobs ñ < � õ�7���I¡���î��1�<�7�A���M�#�c��ît�j�����C�,�
εeq

�����Ï���:�I� ñ �,�:�I�M�3õ¦�����C�,�I��� T �M�´�����!�7�C���w�����A�7¡��7�A�
δεf = T (∂ε/∂T )1/2 �M������!�7���C�,�¤�I�LQ�¡����7¡c�A���M�����C�����7�I�I�

δεex

���´�7����¡	���C���,�\�A���j�½�����
���	�<�����C�,�I���Iúw�������C�M�C���C�j�\�A�,�
�/ü	���M���A���M�����C�
δεq

���Ï�7���ÿ�,�c�I�������a�w�'�½�����C�V�7���ÿþ¶¡c�A�¶���I���C�����7�I�â�M��ð������¬�I��î��A�c���I���Å���
δεobs

�M�Ï������¡������C�,���I���j�½�â�����7���
�����,�C�,ðI�Cî ñ ���:�I�,¡��7��înõ��C�	�C�7�A���c�I�M�w�1�C���c�I�,�7�������I¨i�n�I�!�K�]�A�7�����"¡	�Ú�w���!�Iú@�c�I�X�������������7¡	�\���M���Cþ¶¡c�I�M�M�7���C�ß�I�,�úD¡�����������ît�@�����I�C�������I�6�´��¡	�ÍúD���K�,�¤�I�M���¶¡��Ú�1�C�7�K�Iú��c�I�X�����������¬�7�����ï�¤�:�â���I�K�w�ÿ���A�7���%�c�Cît�|�������\�û���:�I�	�
���c�%�Í�7���ÿ�����7���Ú���M�¤���Ê���A�K�M�ï��þ"¡	�����M���7�M¡��a���7���	�C�I�@úD���Ê�����X�\�I�	�C�I�

εeq

�¤�:�÷�1�ÿ�����ÿ���I���I�	���Ú���M�7�
δεq

�M�
�����M�!�:�I�,�I¨Üí!���Ê�ÿ�C�I���M���
�Iú|�7¡��\��������þ"¡��I���Å�������¸�7���7�Mî��C�������7���Ê�7¡����C�C�,�7�M���ë�Iú@���M�ÿ�����j�����,ðA�I���

τeq < τth < τf < τlife � τq < τobs ñ < � õ
�7��þ"¡	���7��î úD�I���ÿ�C�I�7¡��,����� �������7�M�,�7�C�j�ë���:�A�{ðA�I�M¡��C�Ù�Iú¬ðA�I�7�M��¡���þ¶¡c�I�j�7�M���M�C���.�I���C���,î������û�7� �7���÷���C�����7�M�
¡������C�,���I���j�½�¤�7�C���A���M�����,�����

τ ∼ ~/δε
¨´ø½� ñ < � õ τth = ~/εth

���Ü�������������<���C��î��CîÙ���Ú���,���I�����M�7�¤�7�����7���C�,�¤�I�
�Cþ¶¡��M�����	�7��¡	�����I��î

τlife

�M�¸�����Ê���ÅúD���7�������Iú@�����Ê�����C���C�j���I�,�¤�'ü��C�Å�\�A�7��������¨
�c���ÍúD���7���������Í�A�
���C�,�r���C���1�C���%��¡��,�

εeq

���K�Aú!�������I�7î����Ú�Iú!���	���ÿ�C�I�û�C�	�C�7�A���1�C�Ú���I�,�7���C�M�I�|���
�c�C�,�ÿ�
�C�����7�I�

εF

�e�7���
���/ü��¬�½�ß�a�7�C�7���Ï��� ñ < � õ�î��Ù���I�Í�I�	�w�C�I�C�t�����M���Ú�7�����7�C�X�¬�Iú��M���Cþ¶¡c�A���M�7�����.��� ñ < � õ¥�I���C����������Ê���:�I���M����¨�øù�K�M�Ê���j�����7�C�X���M���a�7�ë���A���
���c�%�K�'ð��C�����÷�����ÿ�I���,�C�����¤�Iúß�������������7�ÿ�I���Cþ¶¡��M���M���7�M¡�� �ß�
�¤�:���,�7�����e�c�:ðI�ÿ�ÿ�,�\�%�����X���M�:�I�@�Cþ¶¡��M�����	�7��¡	��¨�ø½��î��C��ît�t���	�Ú�ÿ�C�I���C�	�C�7�A�r���

εeq = 3εF/5
�������M���Í�M�����ÿ�C�I�

�7þ¶¡c�I�,�Ê���
ε̄2 = 3ε2

F/7
�����	���\�Ù���¸�������c�I���A�����<���M���

ε2
eq

¨�øù�!�7�	�)�������3� �)®w�C�'���MðI�Ï�����Ï���,�\�A�����M�7���M���K�Iúe�7���
�,���A���M�,���M�:�I�|�Cþ¶¡��M�����,��¡�� �:�A�â�1�
���r�7�������:�I�,�I�e�j�r�'ü��\�c�A�������	�a�����C�,�I��î�¡	�7���	���C���M�����,�����	�C¨Ïí!���
úS�I�'�.���c�%�
�����Í�,���A���M�,���M�:�I�e��þ"¡	�����	�7��¡	� �¤�:�a�w�Í����î	�C�1�C��î����j�Ï�Iú´�7�C���w�����A�7¡��7�Í���7�M�����c�%���C���M�ëî����7�C�,�����M���������7���Ú�������
�j�����7�I�c�I���M���M�7�����C�¶�������\�Ù���!¡	�c�:ð����Mîc�I���M�.�����C�Ù�\�I���¶�������I�1��¡	���,¡��\�a�C���,�C�Ú���M�C�<�Iú@�c�I�X�����������!���������7���!�Iú
�c�I�X�����������C¨Ç�c���¬��î	�C�������C�7�A���ÿ�j�I�¬�Iú�úD���7���������Ï�7���¤î��M�7��¡��7�,�����ï���Ê�7�M�ÿ�M�]�I���e�I��îïúD�I�¬�	�����÷�����ÿ�������A�7¡��7���
�����Ê�j�A�!�w���c�:ð��C���C���I�7�,���:�A���M�I¨¦ø½�a�w�A���Ù�:�I�,�C�������Ê���:�I�	�����
�Iú ñ < � õß����î����c���Cî�¨�c�����w���,�������A�<���3� �7�C���w�����A�7¡��7�Ï���	�Í�,�:�I�M�Í�����C�,�I�

εeq

���������Ê�����ÿ�1�C�7�A��¡	�7�
T0 ∼ ~

2/mr2 �Iú´�7���K£ß���7�/¢N������X���C�M�û�C���	î��C���7�A���M���t�������C�,�
r
���Í���������:�I� �M�¶�7�C��¢½�c�I�X���M�C����î��M�,�\�A���C�Ù�I�	î

m
�M�K���������I�,�7���C�M���ÿ�I�7��¨

� �1�3ð����������C�I��î��C�	���A�7�����÷�����ÿ�1�C�7�A��¡��,�
�������7�I���
�Iúß�����
εeq

�M�Ï���]�:����î��j�����	���\�	�C�����:�A�´�w�A���C�j�7�]�I� ñ �M�7�
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�I���,����¡	�7��ðI�A��¡��:õ'���������\� úD���
���M���û���C���1�C���%��¡��,�C���w���C�����C���I���I���V�7�c�A���Iú��â���]�I�,�7���C�I�¸�j�A�C¨ � �7���������I�
î����,�C¡��,�7�M����������î	���I���,�.úD���´�I�7���C�������7���Ú���M�C���Iú1�c�I�X����������� ñ �Iúw�I���I�C�Iî����ÿ�M�¸���j�����7���,�����Ú�7�����¦�C���j���/ü"�ß�����I�¶��w�������Ê£��I�7�'¢§N������X���C�M���C���	î��C���7�A���M�����Iú@�7���]�A�7�Mð"���X���M���c�A�,���M�C�M�C�C�"�����7�.�/ü	�I���7�M�ÿ�7�C���A���Åð"���,�7���<�C���,�7�������M�������7�
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